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Впервые показано, что классическое уравнение МакГи-фон Хиппела связывания лигандов с 

одномерной решеткой, моделирующей биополимер, может быть выведено в общем случае путем 

применения формализма трансфер-матриц. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Нековалентное связывание малых молекул (лигандов) с биополимерами 

относится к категории классических задач молекулярной биофизики, 

«увязывающей» между собой физический процесс адсорбции лигандов на 

одномерной решетке (модели биополимера), и возникающий вследствие этого 

биологический эффект (например, ингибирование репликации и транскрипции) 

[1, 2]. Важным элементом исследования комплексообразования лиганд-биополимер 

является наличие модели комплексообразования, устанавливающей связь между 

некоторыми параметрами, вытекающими из эксперимента, и параметрами, 

характеризующими сродство лиганда к биополимеру (равновесные константы 

комплексообразования, параметры исключения, кооперативности и пр.). 

Систематические исследования в области моделирования процессов 

комплексообразования можно отнести ко второй половине XX века, когда 

появилась серия ключевых работ Скэтчарда [3], МакГи-фон Хиппела [4] и 

Заседателева-Гурского-Волькенштейна [5]. В настоящее время это направление 

продолжает активно развиваться исследовательскими группами Нечипуренко [6], 

Тейфа [7, 8], Роча [9] и другими. 

Особенностью вывода моделей комплексообразования (адсорбции) лигандов на 

биополимере является использование методов статистической термодинамики. 

Разные исследовательские группы отдают разное предпочтение тем или иным 

методам, однако, судя по данным литературы, наиболее частое и систематическое 

использование отмечается в отношении комбинаторных (или алгебраических) 
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методов (например, [3–6]), метода производящих последовательность функций 

(sequence generating function [8, 10]) и алгоритмических методов [10–12]. Вместе с 

тем, в статистической физике хорошо известен еще один метод – метод трансфер-

матриц (transfer matrix, TM), который, несмотря на длительную историю 

существования, до сих пор остается недооцененным в области моделирования 

процессов комплексообразования, и лишь сравнительно недавно был 

«реанимирован» для активного использования группой Тейфа [7, 8, 10]. 

В настоящей работе нами впервые будет проведен анализ возможности 

использования метода TM для получения обобщенного выражения классической 

модели МакГи-фон Хиппела [4, 5] для случая некооперативного и 

неспецифического связывания m различных типов лигандов с решеточным 

биополимером. 

1. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

1.1. Общее представление о методе трансфер-матриц 
Метод трансфер-матриц является исторически первым методом, разработанным 

непосредственно для точного решения решеточных задач [13]. Одним из первых 

применений метода трансфер-матриц было описание кооперативных явлений в 

ферромагнетиках [14], основанное на решеточной модели Изинга, которая, в свою 

очередь, впоследствии нашла свое применение и в молекулярной биофизике. 

Позднее этот метод применялся чаще в молекулярной физике и биофизике для 

описания переходов «спираль-клубок» в полимерах [15], связывания лигандов с 

полимерами [16], при изучении плавления ДНК [17] и других областях. 

Формализм трансфер-матриц основан на представлении исследуемой системы в 

качестве регулярной решетки, каждая ячейка которой характеризуется 

определенным статистическим весом, соответствующим определенному состоянию 

(например, занятый лигандом или свободный сайт ДНК). Квадратная матрица, 

состоящая из таких статистических весов, и называется трансфер-матрицей, а ее 

след (сумма диагональных элементов) представляет собой статистическую сумму 

описываемой ею системы, т.е. состояние ячеек решетки [18]. Следует отметить, что 

след трансфер-матрицы является статистической суммой только если 

рассматриваемый решеточный полимер является достаточно длинным для того, 

чтобы можно было считать его бесконечным. В иных случаях, например, если 

полимер имеет конечную сравнительно небольшую длину, статистическая сумма 

находится из трансфер-матрицы другими способами [18]. 

Ключевая идея записи трансфер-матрицы проста [7]: квадратная матрица M 

заполняется элементами ijM , равными статистическим весам соответствующих 

ячеек решетки, находящихся в i-м состоянии, за которыми следуют ячейки, 

находящиеся в j-м состоянии. Физический смысл этого утверждения заключается в 

том, что элемент трансфер-матрицы отражает условную вероятность того, что 

данная ячейка решетки находится в состоянии i в то время как непосредственно 

следующая за ней ячейка находится в состоянии j. Запрещенные состояния ячеек 

соответствуют статистическому весу, равному нулю. 
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Трансфер-матрица M содержит статистические веса всех возможных состояний 

для одного звена решетки. Тогда возведение ее в степень N благодаря свойствам 

матричного произведения даст исчерпывающую информацию обо всех возможных 

состояниях одномерной решетки длиной N звеньев. Далее, следуя данному выше 

определению, получаем статистическую сумму Z в виде следа N-ной степени 

матрицы: 

 Tr NZ  M . 

Применяя преобразование подобия к трансфер-матрице, приходим к выводу, 

что статистическая сумма равна сумме N-ных степеней всех собственных значений 

трансфер-матрицы M: 

  1

1

Tr Tr Tr
p

N
N N N

i

i

Z 



    M TΛT Λ  (1) 

где T – вспомогательная матрица преобразования, Λ – диагональная матрица, 

состоящая из элементов i , которые являются собственными значениями матрицы 

M. 

Основным свойством статистической суммы является то, что ее частные 

производные дают информацию о конкретных характеристиках системы. Так, 

например, если исследуется адсорбция лиганда на решетке либо линейная агрегация 

лигандов, то производная статистической суммы такой системы по натуральному 

логарифму мономерной концентрации дает общую концентрацию вещества в 

системе [19,20]. Таким образом, если выражение для Z получено, то дальнейшее 

построение конкретной модели комплексообразования в рамках заданных условием 

задачи ограничений, не представляет сложности. 

2.2. Вывод уравнений модели некооперативной адсорбции лигандов на 

одномерной решетке 

Рассмотрим конкурентное неспецифическое и некооперативное связывание m 

разнотипных протяженных лигандов с полимерной решеткой, состоящей из N 

одинаковых сайтов связывания лигандов. Понятие «протяженный лиганд» означает, 

что при связывании с решеткой такой лиганд «накрывает» собой сразу несколько 

сайтов на полимере. Пусть in  – число сайтов решетки, занимаемой лигандом i-го 

типа; iK  – равновесная микроскопическая константа связывания лиганда i-го типа с 

решеткой; iC  – концентрация мономеров лиганда i-го типа. Квадратная трансфер-

матрица M порядка 
1

1
m

i

i

p n


   имеет следующий вид: 
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Каждый элемент матрицы (2) представляет собой статистический вес сайта 

полимерной решетки при условии, что за ним следует сайт в одном из разрешенных 

состояний. Очевидно, в рассматриваемом случае существует несколько таких 

состояний: 

1) незанятый лигандом сайт; статистический вес такого сайта принимается 
равным 1; 

2) сайт, занятый одной из 1n  частей протяженной молекулы первого типа; 

исходя из определения произведения вероятностей, статистический вес данного 

сайта равен корню 1n -ной степени из произведения 1 1K C ; 

3) сайт, занятый одной из 2n  частей протяженной молекулы второго типа; 

аналогично находится как   21

2 2

n
K C  и т.д. 

Номер строки/столбца матрицы (2) соответствует последовательно: незанятому 

сайту; сайту, занятому первой частью молекулы первого типа; …; сайту, занятому 

последней 1n -ной частью молекулы первого типа; сайту, занятому первой частью 

молекулы второго типа и т.д. 

Согласно выражению (1) для нахождения статистической суммы системы 

требуется знать спектр (совокупность собственных значений) матрицы, который 

находится из характеристического уравнения вида:  

  Mc c , (3) 

где  1 11 pc c


c L  – собственный вектор матрицы M. Матричное уравнение 

(3) эквивалентно системе p линейных уравнений: 
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 (4) 

Упростим систему (4) и перепишем ее в другом виде 
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Из каждого второго уравнения системы (5) имеем 

  
 1 1

1

k k k

k

n n n

k k t t nK C c c
 

   ,      
1

k

i

i

t n


 . 

С учетом каждого третьего уравнения системы (5) окончательно получим 

 1

1
k

k

n

k k t nK C c


   ,     
1

k

i

i

t n


 . (6) 

Подставляя выражения (6) в первое уравнение системы (5), будем иметь после 

несложных преобразований 
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         . (7) 

Согласно [18] доля сайтов решетки длиной N, занятых молекулой j-го типа, 

равна j jn  , где j  может быть найдено с помощью статистической суммы Z: 

 
1 ln

ln
j

j

Z

N C


 


. 

Подставляя (2) в последнее выражение, получим 
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. 

В приближении решетки бесконечной длины можем принять 

 maxlim N

N
Z


  , 

где max  – наибольшее собственное значение (спектральный радиус) матрицы M. 

Отсюда 

 max max

max

ln

ln

j

j

j j

C

C C

  
  

  
. (8) 

Продифференцируем (7) по max  и по jC , а затем найдем производную (8): 
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1 ji
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       . 

Отсюда с использованием уравнения (7) получим 
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   . (9) 

Последние равенства можем переписать в следующем виде: 

 1 2 11 11 1 2 2

1 2

mnn n m m

m

K CK C K C  
     

  
. (10) 

В общем случае система уравнений (10) может быть записана в виде 
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Домножая обе части уравнения на in , получим 
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Суммируя (11) по всем i, будем иметь 
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Подставляя (12) в выражение (9), получим 
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Просуммируем выражения типа (13) по всем j, тогда 
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. (14) 

В результате, подставляя (14) в (13) и переходя к координатам Скэтчарда, 

имеем систему уравнений МакГи-фон Хиппела [4] для конкурентного 

некооперативного связывания m протяженных лигандов с полимерной решеткой, 

записанную в максимально общем виде: 
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. (15) 

Уравнение (15) и представляют собой решение поставленной во введении 

задачи. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе впервые показано, что классическое уравнение МакГи-

фон Хиппела связывания лигандов с одномерной решеткой, моделирующей 

биополимер, может быть выведено в общем случае путем применения формализма 

трансфер-матриц. Этот результат расширяет возможности по моделированию 

систем лиганд-полимер, позволяя, в частности, использовать аппарат матричной 

алгебры, эффективно реализуемый в настоящее время в различных пакетах 

прикладной математики (например, MATLAB). 
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In the present work it was demonstrated for the first that the classical McGhee-von Hippel 

equation describing ligand binding with one-dimensional lattice representing a biopolymer 

may be derived in general case by means of transfer-matrix formalism. This result 

expands the available arsenal of instruments for modeling the ligand-polymer systems, 

enabling to use matrix algebra, which can effectively be implemented in standard applied 

mathematics software (e.g., MATLAB). 
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