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КЛАССЕ ФУНКЦИЙ УПРАВЛЕНИЯ С

ДИСКРЕТНЫМИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ

Расмотрена задача о построении функции управления, обеспечивающей
существование предельной точки x = 0 для всех решений x(t) нелинейной
системы. Предложен локальный подход к решению этой задачи в клас-
се функций управления с переключениями в дискретные моменты време-
ни. Полученный результат применен для модели неголономной системы
с ограничениями на управления. Приведены результаты численного моде-
лирования.
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Введение

Задача стабилизации систем, удовлетворяющих ранговому условию достижи-
мости, занимает одно из центральных мест в нелинейной теории управления
(см. [1, 2]). Известно, что для линейных систем необходимым и достаточным усло-
вием стабилизируемости является свойство асимптотической нуль-управляемости.
Развитие линейной теории позволяет использовать свойство управляемости по ли-
нейному приближению и для стабилизации широкого класса нелинейных систем.
Однако в критических случаях теории устойчивости вопрос о разрешимости задачи
стабилизации является весьма сложной проблемой. В работе [3] был построен со-
держательный пример полностью управляемой системы, которая не удовлетворяет
необходимому условию стабилизируемости в классе дифференцируемых функций
обратной связи.

Для доказательства стабилизируемости нуль-управляемых нелинейных систем,
в работе [2] были использованы функции управления с дискретно переключаемой
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обратной связью (sampled feedback control). Функции обратной связи с дискретны-
ми переключениями широко используются при компьютерной реализации систем
управления. Решения системы дифференциальных уравнений с разрывной функци-
ей обратной связи v(x) при этом определяются в смысле “π-траекторий”, т.е. фикси-
руется разбиение π = {tj}j≥0 временной полуоси t ∈ [0,+∞) и применяется кусочно-
постоянное управление u = v(x(tj)) на отрезке t ∈ [tj , tj+1], где x(t) – искомое ре-
шение системы дифференциальных уравнений. В отличие от работы [2], в данной
статье вводится параметрическое семейство управлений вида u = v(t, a(x(tj))) на
отрезках t ∈ [tj , tj+1]. Для описания условий локальной управляемости использует-
ся модификация метода возврата [2].

Управляемость нелинейных систем

Пусть в области D ⊆ Rn задана система нелинейных дифференциальных урав-
нений с управлением:

ẋ = f(x, u), x ∈ D, u ∈ U ⊆ Rm, (1)

где x – вектор состояния, u – вектор управления, точка обозначает производную по
времени t, 0 ∈ D, f ∈ C(D × U). Будем предполагать, что для любого начального
значения x0 ∈ D и ограниченной измеримой функции u = u(t) ∈ U , t ∈ [0, τ ],
существует единственное решение x(t) системы (1) на отрезке t ∈ [0, τ ], обладающее
свойством x(0) = x0.

Напомним [5, с. 39], что система (1) называется вполне управляемой, если для
любых точек x(0), x(1) ∈ D ⊆ Rn существуют положительное число τ и допустимая
функция управления u = u(t) ∈ U , t ∈ [0, τ ], при которых система (1) имеет решение
x(t), t ∈ [0, τ ], удовлетворяющее краевым условиям x(0) = x(0), x(τ) = x(1).

Если в определении управляемости заменить область D на некоторую ε-
окрестность точки x = 0, то получим свойство локальной управляемости в нуле.

Для исследования локальной управляемости предположим, что при некотором
τ > 0 имеется семейство функций управления u = v(t, a) ∈ U , t ∈ [0, τ ], зависящих
от параметра a ∈ G ⊆ Rp. Обозначим через x(t;x0, v(·, a)) решение задачи Коши

ẋ = f(x, v(t, a)), t ∈ [0, τ ], (2)

x|t=0 = x0 ∈ D. (3)

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что при всех x0 ∈ D и a ∈ G выполнены
условия существования, единственности и дифференцируемости по (x0, a) решения
x(t;x0, v(·, a)) задачи Коши (2)–(3). Достаточные условия дифференцируемости ре-
шений по начальным условиям и параметрам описаны, например, в книге [6, с. 119].

В статье [7] приведен следующий результат о локальной управляемости нелиней-
ных систем.
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Утверждение 1. [7] Пусть решение x(t;x0, v(·, a)) задачи Коши (2)–(3) удовле-
творяет условию x(τ ; 0, v(·, a∗)) = 0 при некоторых τ > 0, a = a∗ ∈ G.

Тогда, если

rank
(
∂x(τ ; 0, v(·, a))

∂a

)∣∣∣∣
a=a∗

= n, (4)

то система (1) локально управляема в нуле.
При проведении операций с векторами и вычислении матрицы Якоби будем счи-

тать все векторы столбцами. Ранговое условие локальной управляемости будет ис-
пользовано в дальнейшем с целью синтеза управления с переключениями для си-
стемы (1).

Основной результат

Для решения задачи стабилизации нелинейных систем в работе [2] был рассмот-
рен класс дискретно переключаемых функций обратной связи (sampled feedback
control). Распространяя этот подход на семейство функций управления u = v(t, a),
зависящих от времени t ∈ [0, τ ] и параметра a ∈ G ⊆ Rp, введем разбиение
π = {tj}j≥0 полуинтервала t ∈ [0,+∞):

0 = t0 < t1 < t2 < ... , tj = jτ.

Если каждому вектору ξ ∈ D ⊆ Rn поставлено в соответствие значение параметра
a(ξ) ∈ G ⊆ Rp, то a(ξ) будем называть функцией переключения.

Определение 1. Для заданных τ > 0, разбиения π = {tj}j≥0, семейства управ-
лений v(t, a) и функции переключения a(ξ) назовем π-решением системы (1) абсо-
лютно непрерывную на полуинтервале [0,+∞) функцию x(t) ∈ D, которая удовле-
творяет дифференциальному уравнению

ẋ(t) = f (x(t), v(t− tj , a(x(tj)))) , t ∈ [tj , jj+1],

при всех j = 0, 1, 2, ... .

Если функция управления v(t, a) не зависит от t, то приведенное определение
задает π-траекторию системы (1) в смысле статьи [2] для случая разбиения с по-
стоянным шагом τ = tj+1 − tj , j ≥ 0.

Покажем, что при выполнении условий утверждения 1 точка x = 0 является ω-
предельной для всех π-решений системы (1) с начальными значениями из некоторой
окрестности нуля.
Утверждение 2. Пусть решение x(t;x0, v(·, a)) задачи Коши (2)–(3) удовлетво-

ряет условиям

x(τ ; 0, v(·, a∗)) = 0, rank
(
∂x(τ ; 0, v(·, a))

∂a

)∣∣∣∣
a=a∗

= n, (5)
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при некоторых τ > 0, a∗ ∈ G. Определим функцию переключения

a(ξ) = a∗ −
(
∂x(τ ; 0, v(·, a))

∂a

∣∣∣∣
a=a∗

)+( ∂x(τ ; z, v(·, a∗))
∂z

∣∣∣∣
z=0

)
ξ. (6)

Тогда существует такое ε > 0, что всякое π-решение x(t) системы (1), со-
ответствующее разбиению π = {jτ}j≥0, семейству управлений v(t, a), функции
переключения (9) и начальному условию ‖x(0)‖ < ε, обладает свойством

lim
tj→+∞

x(tj) = 0. (7)

Mатрица
(
∂x(τ ;0,v(·,a))

∂a

∣∣∣
a=a∗

)+
в формуле (9) обозначает псевдообратную матри-

цу [8, с. 32] к n× p-матрице Якоби J = ∂x(τ ;0,v(·,a))
∂a при a = a∗. Для доказательства

утверждения 2 воспользуемся вспомогательной леммой.
Лемма 1. Пусть при некоторых τ > 0, a∗ ∈ G выполнены условия (5). Тогда

для всякого h > 0 существует такое ε = ε(h) > 0, что

‖x(τ ; ξ, v(·, a(ξ)))‖ ≤ h‖ξ‖, ∀ ξ ∈ D : ‖ξ‖ < ε, (8)

где функция переключения a(ξ) задана формулой (9).
Доказательство. Применим формулу Тейлора для функции φ(ξ, a) =

x(τ ; ξ, v(·, a)) в окрестности точки (ξ, a) = (0, a∗) с учетом соотношений (5), (9)
при a = a(ξ):

φ(ξ, a(ξ)) = φ(0, a∗) +
∂φ(ξ, a)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0, a=a∗

ξ +
∂φ(ξ, a)

∂a

∣∣∣∣
ξ=0, a=a∗

(a(ξ)− a∗)+

+o (‖ξ‖+ ‖a(ξ)− a∗‖) =
∂φ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0, a=a∗

ξ − ∂φ

∂a

(
∂φ

∂a

)+ ∂φ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0, a=a∗

ξ + o(‖ξ‖). (9)

При выполнении рангового условия (5) строки матрицы Якоби J = ∂φ(ξ,a)
∂a

∣∣∣
ξ=0, a=a∗

линейно незавивимы. Следовательно [9, с. 29], J+ = JT (JJT )−1 и JJ+ = I – еди-
ничная n× n-матрица. Таким образом, из представления (9) вытекает

x(τ ; ξ, v(·, a(ξ))) = φ(ξ, a(ξ)) = o(‖ξ‖).

Это означает, что для всякого h > 0 найдется ε > 0 при котором

‖x(τ ; ξ, v(·, a(ξ)))‖ ≤ h‖ξ‖

лишь только ‖ξ‖ < ε. �
Для доказательства утверждения 2 зададимся произвольным числом h ∈ (0, 1)

и применим оценку (8) для π-решения x(t) системы (1), соответствующего разбие-
нию π = {jτ}j≥0, семейству управлений v(t, a) и функции переключения a(ξ) при
начальном условии ‖x(0)‖ < ε, где число ε > 0 указано в лемме 1:

‖x(τ)‖ ≤ h‖x(0)‖.
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Применяя это неравенство последовательно для tj = jτ , j = 2, 3, ..., получим

‖x(tj)‖ ≤ hj‖x(0)‖ → 0 при j →∞.

�

Управление неголономной системой

Применим полученные результаты для исследования следующей системы:
ẋ1 = u2 cosx3,

ẋ2 = u2 sinx3,

ẋ3 = u1,

(10)

где x = (x1, x2, x3)T ∈ R3 – вектор состояния, u = (u1, u2)T – вектор управления.
Система (10) моделирует качение колеса по плоскости (x1, x2) без проскальзыва-
ния, где координата x3 обозначает угол между плоскостью колеса и осью Ox1 (см.
напр. [10]). Переменные управления u1 и u2 обозначают угловую скорость поворота
колеса и скорость движения центра колеса, соответственно. Будем предполагать,
что управляющие воздействия могут принимать значения из дискретного множе-
ства:

U : u1 ∈ {−1, 0, 1}, u2 ∈ {0, 1}.
Такое ограничение означает, что в любой момент времени t имеется возможность
остановить качение (u2 = 0), двигаться прямо (u1 = 0, u2 = 1), повернуть направо
(u1 = −1, u2 = 1) или налево (u1 = 1, u2 = 1). В случае u2 ≡ 1 модель (10) известна
в теории управления как машина Дубинса (см. [11]).

Введем множество G = (0,+∞)4 ⊂ R4. Для вектора параметров
a = (a1, a2, a3, a4)T ∈ G рассмотрим полуинтервалы S1 = [0, a1), Sj =[∑j−1

i=1 ai,
∑j

i=1 ai

)
, j = 2, 3, 4. Определим семейство управлений u = v(t, a) для

системы (10) следующим образом:

v1(t, a) =


1, если t ∈ S1 ∪ S3,

−1, если t ∈ S2 ∪ S4,

0, если t /∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4;

v2(t, a) =

{
1, если t ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4,

0, если t /∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4,
(11)

Найдем решение задачи Коши x(t; 0, v(·, a)) для системы (10) с управлением u =

v(t, a) и начальными условиями x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0:

x3(t) =

t∫
0

v1(s, a)ds =


t, t ∈ S1,

2a1 − t, t ∈ S2,

−2a2 + t, t ∈ S3,

2a1 + 2a3 − t, t ∈ S4;
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Рис. 1. Решение системы (10) c начальным условием x(0) = 0

и управлением u = v(t, a∗).

x1(t) =

t∫
0

cosx3(s)ds =



sin t, t ∈ S1,

2 sin a1 − sin(2a1 − t), t ∈ S2,

2 sin a1 − 2 sin(a1 − a2)− sin(2a2 − t), t ∈ S3,

2 sin a1 − 2 sin(a1 − a2) + 2 sin(−a2 + a1 + a3)−
− sin(2a1 + 2a3 − t), t ∈ S4;

x2(t) =

t∫
0

sinx3(s)ds =



1− cos t, t ∈ S1,

1− 2 cos a1 + cos(2a1 − t), t ∈ S2,

1− 2 cos a1 + 2 cos(2a1 − a2) + cos(2a2 − t), t ∈ S3,

1− 2 cos a1 + 2 cos(a1 − a2)− 2 cos(−a2 + a1 + a3)+

+ cos(2a1 + 2a3 − t), t ∈ S4,

при этом x(t) = x(a1 + a2 + a3 + a4) в случае t ≥ a1 + a2 + a3 + a4.
Для того, чтобы в момент времени τ ≥ a1+a2+a3+a4 решение обращалось в нуль,

нам потребуется решить систему нелинейных уравнений относительно a1, a2, a3, a4:

x1(τ) = x2(τ) = x3(τ) = 0.

Данная система имеет семейство решений, зависящих от параметра c:

a∗1 = π + c, a∗2 = c, a∗3 = π + c, a∗4 = 2π + c. (12)
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Для дальнейших вычислений положим τ = a∗1 + a∗2 + a∗3 + a∗4 + δ, c = 1, δ = 10−1.
Ранг матрицы Якоби (4) равен трем при таких значениях параметров a∗1, a∗2, a∗3, a∗4.
Следовательно, система (10) локально управляема в окрестности нуля по утвержде-
нию 1. Графики координатных функций соответствующего решения x(t; 0, v(·, a∗))
показаны на рис. 1.

Определим функцию переключения a(ξ) = (a1(ξ), a2(ξ), a3(ξ), a4(ξ))T по форму-
ле (9) с использованием системы компьютерной алгебры:

a1(ξ) = π + c, a2(ξ) = c+
1

2

(
ξ1 −

1

2
ξ2 sin 2c+ ξ3

)
,

a3(ξ) = π + c+
1

2

(
ξ1 − 1− 1

2
ξ2 sin 2c+ ξ3

)
, a4(ξ) = 2π + c− ξ2

2 sin c
+ ξ3.

Для разбиения π = {jτ}j≥0 полуинтервала t ∈ [0,+∞), семейства управлений
v(t, a) и функции переключения a(ξ), проведем численное интегрирование систе-
мы (10) для нахождения ее π-решения x(t) при следующих начальных условиях

x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0, 5.

Приближенные значения координатных функций π-решения x(t) приведены ниже.

t = 0 t = τ t = 2τ t = 3τ t = 4τ

x1(t) 0,5 −1, 75 · 10−1 3, 16 · 10−2 3, 9 · 10−4 10−7

x2(t) 0,5 2, 1 · 10−1 −7, 8 · 10−3 −2, 9 · 10−4 −3, 8 · 10−8

x3(t) 0,5 −10−9 −2, 8 · 10−9 6, 98 · 10−9 4, 6 · 10−10

Поведение π-решения x(t) в моменты времени tj = jτ показано на рис. 2. Для
удобства графической иллюстрации точки x(tj) соединены отрезками.

Выводы

Полученные в работе результаты развивают подход статьи [2] для стабилизации
положения равновесия нелинейных систем с помошью дискретно переключаемой
функции управления.

Отметим, что система (10) приводится к известному примеру Брокетта с по-
мощью невырожденного преобразования с обратной связью для случая управле-
ний без ограничений (U = R2) [1]. В свою очередь, пример Брокетта не является
стабилизируемым в классе непрерывных функций управления с обратной связью
(см. [3, 1]). Таким образом, использование разрывных управлений является есте-
ственным для стабилизации рассматриваемого класса систем.

Поскольку свойство (7) не дает исчерпывающего описания всех предельных то-
чек π-решения x(t), то представляет интерес для дальнейшей работы вопрос об
исследовании ω-предельных множеств π-решений. Однако, для возможной прак-
тической реализации предложенного закона управления, достаточно по заданному
∆ > 0 определить управление с переключениями по описанной выше схеме вплоть
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Рис. 2. π-решение системы (10) для разбиения π = {jτ}τ≥0,
семейства управлений u = v(t, a) и функции переключения a(ξ).

до момента времени tN = Nτ из условия ‖x(tN )‖ < ∆ и положить u1 = u2 = 0

при t ≥ tN в системе (10). Такое управление обеспечивает перевод системы (10) в
произвольно заданную ∆-окрестность нуля за конечное время.
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Cтабiлiзацiя нелiнiйних систем у класi функцiй керування iз дискрет-
ним перемиканням

Розглянуто задачу про побудову функцiї керування, що забезпечує iсну-
вання граничної точки x = 0 для всiх розв’язкiв x(t) нелiнiйної системи.
Запропоновано локальний пiдхiд до розв’язання цiєї проблеми у класi функ-
цiй керування з перемиканнями у дискретнi моменти часу. Одержаний
результат застосовано до моделi неголономної системи з обмеженнями
на керування. Наведено результати чисельного моделювання.

Ключовi слова: керованiсть, стабiлiзацiя, зворотний зв’язок iз дискретним пере-
миканням.

Stabilization of nonlinear systems in the class of control functions with
discrete switching

A problem on the construction of a control function that ensures the existence
of a limit point x = 0 for all solutions x(t) of a nonlinear system is considered.
A local approach to the solvability of this problem is proposed in the class of
sampled controls with switching at discrete time instants. The result obtained is
applied for a nonholonomic model with constraints on the control. Simulation
results are presented.

Keywords: controllability, stabilization, sampled feedback.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ МОДУЛЯ
НЕПРЕРЫВНОСТИ, СООТВЕТСТВУЮЩЕГО

ПРОИЗВОДНОЙ РИССА

В работе построен модуль непрерывности, соответствующий производ-
ной Рисса. Изучены его свойства в пространствах Lp 2π-периодических
функций c 1 ≤ p ≤ +∞. Доказаны прямая оценка типа Джексона, обрат-
ная оценка типа Бернштейна и эквивалентность K-функционалу, соот-
ветствующему производной Рисса.

Ключевые слова: модуль непрерывности, производная Рисса, средние Фейера,
K-функционал.

Введение

Модуль гладкости является классическим средством описания гладкости функ-
ции. Концепция модуля гладкости находит множество приложений в теории ап-
проксимации, теории функциональных пространств и других областях современ-
ного анализа. Напомним (см., например, [2]), что модулем гладкости k-го порядка
(k ∈ N) в пространстве Lp[0, 2π), p ≥ 1, называется величина

ωk(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥
k∑
ν=0

(−1)k−νCνkf(x+ νh)

∥∥∥∥∥
p

, f ∈ Lp δ ≥ 0 , (1)

где

Cνk =
k(k − 1) . . . (k − ν + 1)

ν !
. (2)

Конструкция (1) может быть обобщена, если натуральный параметр k заменить
на вещественный неотрицательный параметр α, а конечную сумму в (1) заменить
на бесконечную сумму по всем неотрицательным целым значениям. Полученные
таким путем модули гладкости изучались многими авторами, в частности Б.В. Си-
моновым, С.Ю. Тихоновым и М.К. Потаповым [10]. Для них были доказаны прямая
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оценка типа Джексона, обратная оценка типа Бернштейна и теорема об эквивалент-
ности K-функционалу, соответствующему производной Вейля.

Вместе с тем, список существующих модулей гладкости должен быть суще-
ственно пополнен даже в одномерном случае. Действительно, для многих K-
функционалов и аппроксимационных методов модули, упоминавшиеся выше, не
годятся с точки зрения их эквивалентности K-функционалу и аппроксимацион-
ной ошибки данного метода. K-функционал, соответствующий производной Рисса,
дает простейший пример. Качество аппроксимации средними Фейера может быть
полностью описано в терминах K-функционала. С другой стороны, аппроксима-
ционная ошибка средних Фейера не эквивалентна ни одному из рассматриваемых
ранее модулей гладкости.

В работе К.В. Руновского и Х.-Ю. Шмайссера [8] введен модуль непрерывности,
соответствующий производной Рисса

ω(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥ 4

π2

∑
ν∈Z

f(x+ (2ν + 1)h)

(2ν + 1)2
− f(x)

∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (3)

Получены прямая оценка типа Джексона, обратная оценка типа Бернштейна и тео-
рема об эквивалентности K-функционалу, соответствующему производной Рисса.

В данной статье на основании методики, разработанной в [8] предлагается моди-
фикация модуля (3)

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥∥ 3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
− f(x)

∥∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (4)

Основными результатами статьи являются доказанные для модуля (4) прямая
оценка типа Джексона, теорема об эквивалентности K-функционалу, соответству-
ющему производной Рисса и обратная оценка типа Бернштейна (Теоремы 2, 3 и 4
соответственно). Таким образом, мы показываем, что модуль непрерывности (3) –
не единственный модуль, обладающий такими свойствами.

Определения, обозначения и предварительные сведения

Как обычно, Lp ≡ Lp([0, 2π)), где 1 ≤ p < +∞, есть пространство измеримых
вещественнозначных 2π-периодических функций f(x), для которых

‖ f ‖p =

 2π∫
0

|f(x)|p dx

1/p

< +∞ ,

и C ≡ C([0, 2π)) (p = +∞) есть пространство непрерывных вещественнозначных
2π-переодических функций f(x), снабженное нормой Чебышева
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‖ f ‖∞ = max
x∈R

|f(x)| .

Как обычно, коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 заданы формулой:

f∧(k) = (2π)−1

2π∫
0

f(x) e−ikx dx , k ∈ Z .

Преобразование Фурье функции f ∈ L1(R) будем обозначать через f̂(ξ):

f̂(ξ) =

∫
R

f(x) e−ixξ dx , ξ ∈ R .

Аппроксимативные свойства функций будем мерить с помощью наилучших при-
ближений:

En(f)p = inf
t∈Tn

‖ f − t ‖p , n ∈ N0 ,

где Tn - пространство тригонометрических полиномов степени не выше n.
Следуя [4], [5], назовем функцию ϕ(x) генератором, если она определена на R,

является вещественно- или комплекснозначной и удовлетворяет следующим усло-
виям:

• ϕ имеет компактный носитель (r(ϕ) = sup{ | ξ | : ξ ∈ suppϕ } < +∞);
• ϕ(−ξ) = ϕ(ξ) для любого ξ ∈ R;
• ϕ(0) = 1;
• ϕ непрерывна.

Класс генераторов будем обозначать через K. Любая функция ϕ ∈ K порождает
ядро

W0(h) ≡ 1 , Wσ(h) =
∑
k∈Z

ϕ

(
k

n

)
eikh , n ∈ N , (5)

и средние

F (ϕ)
n (f ;x) = (2π)−1

2π∫
0

f(h)Wn(ϕ)(x− h) dh . (6)

Отметим, что средние Фейера являются частным случаем (2), когда функция
ϕ(ξ) = ( 1 − | ξ | )+ ( a+ = max(a, 0) ). В данной статье будем обозначать средние
Фейера символом Fn.

Символом Pϕ будем обозначать множество {p ∈ (0,+∞] : ϕ̂ ∈ Lp(R)}.
Согласно определению, производная Рисса является линейным оператором кор-

ректно определенном на множестве всех тригонометрических полиномов

(eikx)〈
′〉 = | k | eikx , k ∈ Z . (7)
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Производная Рисса порождает K-функционал

K〈′〉(f, δ)p = inf
g ∈ W̃ 1

p

{
‖ f − g ‖p + δ ‖ g〈′〉 ‖p

}
, f ∈ Lp , δ ≥ 0 , (8)

где пространство W̃ 1
p состоит из функций, таких что сама функция и ее сопряжен-

ная принадлежат пространству Соболева W 1
p .

Более полная информация по производной Рисса, пространствам W̃ 1
p и K-

функционалам (4) может быть найдена в [1], [3], [6], [7], [5].
Запись A(f, n) � B(f, n) будет обозначать одновременное выполнение двух нера-

венств

c1B(f, n) ≤ A(f, n) ≤ c2B(f, n),

где константы c1 и c2 не зависят от f и n.
Далее в работе символами c, c1, c2, c

′, c′′ и т.д. будем обозначать константы, не
зависящие от f и n. В разных формулах они могут быть разными.

Модуль непрерывности и его элементарные свойства

Рассмотрим модуль непрерывности, который определяется следующим образом:

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥∥ 3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
− f(x)

∥∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (9)

Введем операторы:

T̂hf(x) =
3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
, h ∈ R , (10)

∆̂h = T̂h − I , (11)

где I – единичный оператор.
Тогда модуль (9) может быть записан в виде

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

‖ ∆̂hf(x) ‖p , δ ≥ 0 . (12)

Следует отметить, что коэффициенты в представлении ∆̂h связаны с коэффици-
ентами Фурье 2π-периодической функции

θ(x) =
3

2π2
x2 − 3

π
x

соотношением

∆̂hf(x) =
∑
k∈Z

θ(hk) f∧(k) eikx , (13)
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которое несложно проверить непосредственным вычислением.
Простейшие свойства введенного модуля непрерывности, доказательства кото-

рых очевидны, даны в следующей лемме.

Лемма 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда T̂h и ∆̂h, h ∈ R, линейные ограниченные
операторы в Lp и

‖ T̂h ‖(p) ≤ 1 , h ∈ R , (14)

‖ ∆̂h ‖(p) ≤ 2 , h ∈ R , (15)

ω̂(f, δ)p ≤ 2 ‖ f ‖p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (16)

Отметим также, что в силу (13) и учитывая определение производной Рисса,
будем иметь для произвольного тригонометрического полинома t(x)

lim
h→ 0

∆̂ht(x)

h
= lim

h→ 0

∑
| k | ≤n

θ(hk)

h
t∧(k) eikx =

= lim
h→ 0

∑
| k | ≤n

(
3

2π2
(h2k2)

1

h
− 3

π
h| k |1

h

)
t∧(k) eikx =

= − 3
π

∑
| k | ≤n

| k | t∧(k) eikx =

= −(3/π)t〈
′〉(x) ,

(17)

где n – порядок тригонометрического полинома t(x). Из (17) получаем, для произ-
водной Рисса

(·)〈′〉 = −(π/3) lim
h→ 0

T̂h − I

h
(18)

по крайней мере на множестве тригонометрических полиномов.

Основные свойства

Пусть m ≥ 2 и m ∈ Z. Символом θm(ξ) обозначим 2π-периодическую четную
функцию, заданную на (0, π) формулой

θm(ξ) =
θ(mξ)

θ(ξ)
. (19)

Очевидно, что

θm(ξ) =

m∑
j=1

fj(x)

θ(x)
, 0 < ξ < π , (20)
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где

fj(x) =


aj(m)x2 + bj(m)x+ cj(m), x ∈ [αj , αj+1]

0, x /∈ [αj , αj+1].

(21)

Здесь

αj(m) =
(j − 1)π

m
, j = 1,m+ 1,

aj(m) = 6m2

π2 ,

bj(m) = −6m
π (2j − 1),

cj(m) = 6j(j − 1).

Лемма 2. Пусть m ∈ N. Тогда∑
k∈Z
| θ∧m(k) | ≤ Cm3 , (22)

где положительная константа C не зависит от m.

Доказательство. Обозначим через Qj(m) отношение fj(x)/θ(x). Заметим, что
Qj(αj) = Qj(αj+1) = 0, так как fj(αj) = fj(αj+1) = 0. Тогда, используя форму-
лу интегрирования по частям, будем иметь:

θ∧m(k) =
m∑
j=1

αj+1(m)∫
αj(m)

Qj(x) cos kxdx =

=
m∑
j=1

[
1
k2

(
Q
′
j(x) cos kx

∣∣αj+1(m)

αj(m)

)
− 1

k2

(
αj+1(m)∫
αj(m)

Q
′′
j (x) cos kxdx

)]
.

Оценим первое слагаемое в квадратных скобках. Так как∣∣∣Q′j(x) cos kx
∣∣αj+1(m)

αj(m)

∣∣∣ ≤ |Q′j(αj+1)|+ |Q′j(αj)|,

то, учитывая что

Q
′
j(x) =

f ′j(x)θ(x)− fj(x)θ′(x)

θ2(x)
,

fj(αj) = fj(αj+1) = 0,

получаем:

|Q′j(αj)| =
|26m(j−1)

π − 26m(2j−1)
π |

|3(j−1)2π2

m2 − 6π2(j−1)
m |

· 2π2 ≤ C1 ·m2,
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где, положительная константа C1 не зависит от m и j. Здесь мы воспользовались
тем, что |2m− (j − 1)| ≥ m

2 и тем что 2j−1
j−1 ≤ 3. Для получения оценки |Q′j(αj+1)| ≤

C2m
2 все выкладки проводятся аналогично.

Второе слагаемое в квадратных скобках оценивается следующим образом:∣∣∣∣∣αj+1(m)∫
αj(m)

Q
′′
j (x) cos kxdx

∣∣∣∣∣ ≤ αj+1(m)∫
αj(m)

|Q′′j (x)|| cos kx|dx ≤

≤
αj+1(m)∫
αj(m)

|Q′′j (x)|dx = −Q′j(x)
∣∣αj+1(m)

αj(m)
= Q′j(αj(m))−Q′j(αj+1(m)) ≤

≤ |Q′j(αj+1)|+ |Q′j(αj)| ≤ C3m
2,

где положительная константа C3 не зависит от m и j.
Таким образом,

|θ∧m(k)| ≤ C ′m2

k2

m∑
j=1

1 =
C ′m3

k2
,

и окончательно получаем, что

∑
k∈Z
| θ∧m(k) | ≤ Cm3 .

Доказательство леммы завершено. �

Пусть t ≥ 0. Будем использовать обозначение ] t [ для [ t ], если t 6∈ N, и для
[ t ]− 1, в противном случае.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда

ω̂(f, tδ)p ≤ c ( 1+] t [ )3 ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ, t ≥ 0 , (23)

где положительная постоянная c не зависит от δ, t и f .

Доказательство. В силу (12) оценка (23) является прямым следствием неравен-
ства

‖ ∆̂mhf(x) ‖p ≤ Cm3 ‖ ∆̂hf(x) ‖p , f ∈ Lp , h, t ≥ 0 . (24)

Для доказательства (24) заметим, что в силу (13)

∆̂mh = D
(
θ(mh·)
θ(h·)

)
◦ D(θ(h·)) = D(θm(h·)) ◦ ∆̂h , (25)

где символом D(g) обозначен линейный оператор мультипликаторного типа, дей-
ствующий по закону
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D(g)(eikx) = g(k)eikx, k ∈ Z.
Для f ∈ Lp функция g = ∆̂hf также принадлежит Lp в силу Леммы 1. Используя

Лемму 2 и (25) будем иметь

‖ ∆̂mhf ‖p = ‖D(θm(h·)) g ‖p =

∥∥∥∥∥∑
ν∈Z

θ∧m(ν) g(x+ νh)

∥∥∥∥∥
p

≤
∑
ν∈Z
| θ∧m(ν) |

≤ ‖ g(x+ νh) ‖p ≤ ‖ g ‖p
∑
ν∈Z
| θ∧m(ν) | ≤ Cm3 ‖ g ‖p ,

откуда и получаем (24). �

Прямая оценка типа Джексона

В этом разделе мы доказываем прямую теорему теории аппроксимации в одно-
мерном случае для модуля непрерывности (9) в пространствах Lp с 1 ≤ p ≤ +∞
(Теорема 2). Этот результат базируется на новой формуле для средних (Лемма 3)
и Лемме 4, показывающей, что генератор Φ(ξ), построенный по правилу

Φ(ξ) =
∑
ν 6=0

θ∧(ν)ϕ(νξ) (26)

удобен для описания качества аппроксимации в терминах модуля гладкости (9).
Доказательства Леммы 3 и Леммы 4 существенно не отличаются от доказатель-

ства аналогичных утверждений в [8], поэтому ограничимся лишь их формулиров-
ками.

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ K и 1 ∈ Pϕ. Тогда для f ∈ Lp и σ > 0 справедливо равенство

F (ϕ)
σ (f ;x) = (2π)−1

∫
R

f(x+ σ−1h) ϕ̂(h) dh . (27)

Лемма 4. Пусть ϕ ∈ K и 1 ∈ Pϕ. Тогда для f ∈ Lp и σ > 0 справедливо равенство

F (Φ)
σ (f ;x) = (2π)−1

∫
R

T̂σ−1h f(x) ϕ̂(h) dh . (28)

Теперь перейдем к доказательству основного результата данного раздела.
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Теорема 2. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 0 , (29)

где положительная постоянная c не зависит от f и σ.

Доказательство. Достаточно проверить, что

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, σ−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 1/2 . (30)

В самом деле, для 0 ≤ σ < 1/2 утверждение теоремы будет следовать из (30) и
Теоремы 1

Eσ(f)p = E1/2(f)p ≤ c ω̂(f, 2)p ≤ c′ ω̂(f, 2/3)p ≤ c′ ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

Если σ ≥ 1/2, то в силу (30) и Теоремы 1 справедлива следующая цепочка нера-
венств:

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, σ−1

)
p

= c′
(

1 +
σ + 1

σ

)
ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
≤

≤ c′′ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

Для доказательства (30) рассмотрим вещественнозначную четную бесконечно
дифференцируемую функцию ϕ с носителем, сосредоточенным на отрезке [−1, 1].
Очевидно, что

| ϕ̂(h) | ≤ c (1 + |h |)−5 , h ∈ R . (31)

Применяя (26), Лемму 4, (12), Теорему 1 и (31), для f ∈ Lp и σ ≥ 1/2 будем иметь

Eσ(f)p ≤ ‖ f −F (Φ)
σ (f) ‖p ≤ (2π)−1

∫
R

‖ T̂σ−1hf(x)− f(x) ‖p | ϕ̂(h)| dh ≤

≤
∫
R

ω̂
(
f, σ−1|h |

)
p
| ϕ̂(h)| dh ≤ c ω̂

(
f, σ−1

)
p

∫
R

( 1 + |h | ) | ϕ̂(h)| dh

≤ c′ ω̂
(
f, σ−1

)
p
,

что и завершает доказательство (30). �

Эквивалентность

Хорошо известно [3], что аппроксимационная ошибка средних Фейера в простран-
стве Lp с 1 ≤ p ≤ +∞ эквивалентна K-функционалу, соответствующему производ-
ной Рисса, т.е.,

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 0 . (32)
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В [8] было доказано, что

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
� ω

(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

для модуля (3). В данном разделе мы покажем, что аналогичный результат имеет
место также и для модуля (9).

Теорема 3. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда для f ∈ Lp , σ ≥ 0

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
� ω̂

(
f, (σ + 1)−1

)
p
. (33)

Доказательство. Шаг 1. Сначала докажем, что

ω̂(f, δ)p ≤ cK〈′〉(f, δ)p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (34)

Принимая во внимание, что (ϕ(ξ) = (1− | ξ |)+)

2

3
θ(πξ) = ϕ2(ξ)− 1 , ξ ∈ R ,

получаем для любого h > 0 (F∞ = I)

2

3
∆̂πh = −( I −F1/h ) ◦ (I + F1/h ) . (35)

Используя свойства оператора Fσ и (32), (35), получаем

ω̂(f, δ)p ≤ ω̂(f, πδ)p = sup
0≤h≤δ

‖ ∆̂πhf(x) ‖p ≤ sup
0≤h≤δ

∥∥I + F1/h

∥∥
(p)

sup
λ≥ δ−1

‖ f −Fλ(f) ‖p ≤ c1 sup
λ≥ δ−1

‖ f −Fλ(f) ‖p ≤

≤ c sup
λ≥ δ−1

K〈′〉
(
f, (λ+ 1)−1

)
p

= cK〈′〉

(
f,

δ

δ + 1

)
p

≤ cK〈′〉(f, δ)p ,

что и завершает доказательство (34).

Шаг 2. Докажем следующую оценку

K〈′〉(f, δ)p ≤ c ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (36)

Для δ = 0 оценка (36) немедленно следует из элементарных свойств модуля и K-
функционала. Обозначим

gδ(x) = F (η)
1/δ(f ;x) , δ > 0 . (37)

где функция η вещественнозначная четная бесконечно дифференцируемая, имеет
компактный носитель на [−π, π] и η(ξ) = 1 для | ξ | ≤ 1. Хорошо известно [9], что

‖ f −F (η)
σ (f) ‖p ≤ cEσ(f)p , f ∈ Lp , σ ≥ 0 . (38)
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Используя (37), (38) и Теорему 2, получаем

‖ f − gδ ‖p ≤ cE1/δ(f)p ≤ c′ ω̂

(
f,

δ

δ + 1

)
p

≤ c′ ω̂(f, δ)p . (39)

Рассмотрим функцию ϕ(x) = −3
π

1
Ax−Bη(x), где A = 3

2π2 , B = 3
π . Как легко видеть,

ϕ принадлежит классу генераторов и

θ(ξ)ϕ(ξ) = −(3/π) | ξ | η(ξ) , ξ ∈ R ,

следовательно

∆̂δ ◦ F
(ϕ)
1/δ = −(2/π) δ (F (η)

1/δ )〈
′〉 .

Используя (37), будем иметь

∆̂δ F
(ϕ)
1/δ (f ;x) = −(3/π) δ g

〈′〉
δ (x) . (40)

В силу (37) и (40) получаем

δ ‖ g〈
′〉
δ ‖p = (π/3) ‖ ∆̂δ F

(ϕ)
1/δ (f ;x) ‖p = (π/3) ‖F (ϕ)

1/δ ( ∆̂δf(x)) ‖p ≤

≤ (π/3)‖F (ϕ)
1/δ ‖p ‖ ∆̂δf(x) ‖p ≤ c ω̂(f, δ)p .

(41)

Причем, sup
σ≥0
‖F (ϕ)

σ ‖p < +∞, так как ϕ̂ ∈ L1(R).

Теперь (36) следует из (39) и (41) .

Объединяя (34), (36), получаем (33). Доказательство теоремы завершено. �

Комбинируя полученный результат с обратной теоремой дляK-функционала, по-
рожденного однородным генератором [7], мы немедленно получим обратную оценку
типа Бернштейна для модуля (9).

Теорема 4. Для 1 ≤ p ≤ +∞ справедливо неравенство

ω̂(f, δ)p ≤ cmin(δ, 1)
∑

ν∈N0: ν<1/δ

Eν(f)p , f ∈ Lp , δ > 0 , (42)

где положительная константа c не зависит от f и δ.

Следуя [8], назовем модуль непрерывности, эквивалентный K-функционалу, со-
ответствующему производной Рисса, модулем непрерывности, соответствующему
производной Рисса или модулем Рисса.

Объединяя Теорему 3 и Теорему 4, получаем цепочку эквивалентностей в про-
странстве Lp для 1 ≤ p ≤ +∞, содержащую как классические, так и новые резуль-
таты:
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En−1(f)p ≤ ‖ f −Fn−1(f) ‖p � K〈′〉
(
f, n−1

)
p
�

� ω̂
(
f, n−1

)
p
≤ c

n

n−1∑
ν=0

Eν(f)p , f ∈ Lp , n ∈ N .
(43)

В качестве следствия (43) покажем, что оценка (23) может быть усилена. В самом
деле, для m ∈ N

ω̂(f,mδ)p ≤ cK〈′〉(f,mδ)p ≤ c′mK〈′〉(f, δ)p ≤ c′′mω̂(f, δ)p, (44)

что влечет за собой справедливость следующего неравенства

ω̂(f, tδ)p ≤ c ( 1+] t [ ) ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ, t ≥ 0 . (45)
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Про деякi властивостi модуля неперервностi, вiдповiдного похiдної Рiс-
са

У роботi побудован модуль неперервностi, вiдповiдний похiдної Рiсса.
Вивчено його властивостi в просторах Lp 2π-перiодичних функцiй c 1 ≤
p ≤ +∞. Доведено пряма оцiнка типу Джексона, зворотна оцiнка ти-
пу Бернштейна i еквiвалентнiсть K-функцiоналу, вiдповiдному похiдної
Рiсса.

Ключовi слова: модуль неперервностi, похiдна Рiсса, середнi Фейєра, K-
функцiонал.

On Some Properties of Modulus of Continuity Related to Riesz Derivative
A modulus of continuity related to the Riesz derivative is constructed. Its

properties are studied in the spaces Lp of periodic functions with 1 ≤ p ≤ +∞.
The direct Jackson type estimate, the inverse Bernstein type estimate and
equivalence to the K-functinoal related to the Riesz derivative are proved.

Keywords: modulus of continuity, Riesz derivative, Fejer means, K-functional.
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ОДНОВРЕМЕННАЯ ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ
КВАТЕРНИОННЫХ НЕЭРМИТОВО
САМОСОПРЯЖЕННЫХ МАТРИЦ

В работе рассматриваются задачи одновременной диагонализации пары
кватернионных матриц, самосопряженных относительно неэрмитовой
инволюции в вещественной алгебре кватернионов (a–самосопряженные
матрицы). Получены критерии унитарной и невырожденной диагонали-
зации таких матриц.

Ключевые слова: алгебра кватернионов, алгебра с инволюцией, матричная диа-
гонализация.

Введение. Настоящая работа является непосредственным продолжением резуль-
татов, изложенных в [1]. Известно, что одни из первых постановок задач об од-
новременном приведении комплексных матриц к диагональному виду посредством
некоторого преобразования конгруэнтности связаны с изучением "малых колеба-
ний"около точки равновесия в механике. В комплексном случае для пары самосо-
пряженных и соответственно для пары симметрических матриц получен ряд усло-
вий их одновременного приведения в диагональному виду. И если для эрмитово
самосопряженных кватернионных матриц мы всегда легко получаем аналогичные
результаты, то решение задачи одновременной диагонализации внутренними мето-
дами (т.е. с помощью кватернионной матрицы) для пары неэрмитово самосопря-
женных матриц является далеко не очевидным.

Используя особенности спектральных свойств кватернионных матриц, в работе
приводятся четыре критерия одновременной диагонализации двух неэрмитово са-
мосопряженных матриц.
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1. Предварительные сведения

Пусть H — вещественная алгебра кватернионов, в которой для каждого кватер-
ниона q = q0+q1i+q2j+q3k наряду с классической инволюцией q = q0−q1i−q2j−q3k

можно рассматривать инволюцию q̂ = q0 + q1i− q2j + q3k (более подробно см. [1]).
Эти инволюции алгебры H порождают инволюции (a) и (∗) в вещественной ал-

гебре Mn(H). Пусть A ∈ Mn(H), A = ‖ast‖. Вводя следующие обозначения:

A = ‖ast‖, Â = ‖âst‖,

определим

A∗ := A T ; Aa := Â T .

Заметим, что

Aa = −JA∗J, (1)

где J = Ej, E — единичная матрица. Инволюцию (∗) называют, как правило, эр-
митовой. Поэтому инволюцию (a) мы называем неэрмитовой. Композиция этих
инволюций порождает автоморфизм алгебры Mn(H) :

Ac := (A∗)a = (Aa)∗,

где Ac = ‖acst‖, где acst = âst.

Пусть A = ‖ast‖ ∈ Mn(H). Матрицу A назовем неэрмитово самосопряженной
(или a–самосопряженной), если A = Aa.

Ввиду равенства (1) a–самосопряженная матрица A удовлетворяет условию:

A∗ = −JAJ.

В работе [1] показано, что класс a–самосопряженных кватернионных матриц яв-
ляется аналогом класса комплексных симметрических матриц, причем для него
прослеживается сохранение целого ряда свойств симметрических матриц. В частно-
сти, имеет место аналог разложения Такаги [2], которое является базовым в теории
комплексных симметрических матриц:

Теорема 1. [1] Если матрица A ∈ Mn(H) является a-самосопряженной, то она
допускает разложение вида:

A = UΣUa,

где U — унитарная матрица, столбцы которой образуют множество ортонор-
мированных собственных векторов матрицы AAc, Σ — неотрицательная диагона-
льная матрица, диагональные элементы которой являются неотрицательными
квадратными корнями из собственных значений матрицы AAc, соответствую-
щих этим собственным векторам.
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Пример 1. Рассмотрим обобщение ганкелевых комплексных квадратичных форм.
Пусть h2, h3, ..., h2n — набор кватернионов, удовлетворяющих условию ĥt = ht, t =

2, 2n. При помощи этих чисел составим квадратичную форму от n переменных
xt ∈ H, x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ Hn :

H(x, x) =
n∑

s,t=1

x̂ths+txs. (2)

По аналогии с комплексным случаем (см. [3]) назовем эту квадратичную форму
ганкелевой. Ей соответствует матрица

H =


h2 h3 ... hn+1

h3 h4 ... hn+2
...

...
. . .

...
hn+1 hn+2 ... h2n

 ∈Mn(H),

удовлетворяющая условию Ha = H, т.е. a–самосопряженная. С учетом равен-
ства (2) квадратичную форму H(x, x) можно записать в векторном виде:

H(x, x) = xaHx.

В соответствии с разложением Такаги

H = UaDU,

где U — унитарная матрица, D = diag{d1, d2, ...dn}, dt ≥ 0. Тогда

H(x, x) = xaUaDUx = (Ux)aD(Ux),

или в новых переменных y = Ux

H(y, y) = yaDy =
n∑
t=1

dtŷtyt.

Таким образом, разложение Такаги дает возможность приводить ганкелевы ква-
тернионные квадратичные формы вида (2) к диагональному (каноническому) виду.

Здесь и ниже используется такое естественное условие конгруэнтности матриц,
которое сохраняет свойство неэрмитовой самосопряженности. А именно, матрицы
A и B назовем конгруэнтными, если существует невырожденная матрица S такая,
что

B = SASa.

Еще одним приложением кватернионного разложения Такаги является простое
условие конгруэнтности a–самосопряженных кватернионных матриц.

Предложение 1. a-самосопряженные матрицы A и B из Mn(H) конгруэнтны
тогда и только тогда, когда rankA = rankB.
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Доказательство. Пусть матрица A = SBSa, где S — невырожденная матрица. Так
как при умножении кватернионной матрицы на невырожденную матрицу ее ранг
не меняется, то rankA = rankB.

Обратно, пусть rankA = rankB = r. Рассмотрим разложение Такаги для матрицы
A:

A = U1Σ1U
a
1 ,

где U1 — унитарная матрица, Σ1 = diag{σ1, σ2, . . . , σr, 0, . . . , 0}. Заметим, что
rankΣ1 = rankA в силу невырожденности матриц U1, U

a
1 .

Матрицу Σ1 можно представить следующим образом:

Σ1 = I(Σ1)D2
1,

где I(Σ1) = diag{1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0}, D1 = diag{√σ1,
√
σ2, . . . ,

√
σr, 1, 1, . . . , 1}. То-

гда
A = (U1D1)I(Σ1)(D1U

a
1 ) = (U1D1)I(Σ1)(U1D1)a.

Аналогично для матрицы B:

B = (U2D2)I(Σ2)(U2D2)a.

Так как rankB = rankA, то I(Σ2) = I(Σ1) и

(U1D1)−1A(U1D1)−a = (U2D2)−1B(U2D2)−a,

откуда
A = (U1D1)(U2D2)−1B(U2D2)−a(U1D1)a.

Следовательно, матрицы A и B конгруэнтны. �

Замечание 1. Следует напомнить не совсем очевидное определение ранга кватер-
нионной матрицы как максимального количества линейного независимых строк в
левом H–модуле Hn. Так как максимальное количество линейно независимых столб-
цов в этом модуле может быть иным, то при транспонировании, а, следовательно,
и при эрмитовом сопряжении ранг матрицы может измениться. Однако можно по-
казать, что операция неэрмитова сопряжения не меняет ранга матрицы.

2. Одновременная диагонализация неэрмитово самосопряженных
матриц

Лемма 1. (i) Матрица C ∈ Mn(H) является нормальной тогда и только тогда,
когда Ca — нормальная матрица.

(ii) Матрица U ∈ Mn(H) является унитарной тогда и только тогда, когда Ua

— унитарная матрица.

Доказательство. Утверждение (i) доказывается непосредственной проверкой с ис-
пользованием равенства (1).

Утверждение (ii) является следствием утверждения (i). �
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Для более детального понимания дальнейших рассуждений приведем ряд сведе-
ний относительно спектральных свойств кватернионных матриц (см. [4], [5]).

Пусть A ∈ Mn(H). Кватернион q ∈ H называется собственным значением мат-
рицы A, если существует ненулевой вектор x ∈ Hn такой, что Ax = xq.

Множество всех собственных значений матрицы A обозначим через σ(A). При
этом если q ∈ σ(A), то K(q) ⊂ σ(A), где K(q) = {uqu | u ∈ H, |u| = 1} — класс
сопряженности кватерниона q. Количество классов сопряженности, составляющих
спектр матрицы, всегда конечно, и каждый класс содержит ровно одну пару вза-
имно сопряженных чисел, принадлежащих полю C.

Матрица A ∈Mn(H) называется нормальной, если A∗A = AA∗. Нормальная ква-
тернионная матрица допускает унитарную диагонализацию, причем все собствен-
ные значения в соответствующем разложении могут быть выбраны из верхней по-
луплоскости поля C.

Теорема 2. Пусть матрицы A,B ∈ Mn(H), причем матрица A является a-
самосопряженной и невырожденной, матрица B — a-самосопряженной, C =

A−1B. Матрицы UAUa и UBUa диагональны для некоторой унитарной матрицы
U ∈Mn(H) тогда и только тогда, когда C — нормальная матрица.

Доказательство. Пусть UAUa = Σ, UBUa = Λ, где Σ,Λ — диагональные a-
самосопряженные матрицы. Так как A = U−1ΣU−a, B = U−1ΛU−a, то C =

A−1B = Ua(Σ−1Λ)U−a, где матрица Σ−1Λ является диагональной. Из Леммы 1
следует, что Ua — унитарная матрица, поэтому C — нормальная матрица.

Обратно, пусть C = A−1B — нормальная матрица. Тогда C унитарно диаго-
нализуема посредством унитарной матрицы R ∈ Mn(H) и диагональной матрицы
Λ = diag(λ1, ..., λn) таких, что C = RΛR∗. Не нарушая общности рассуждений,
можно считать, что Λ ∈Mn(C+), откуда Λa = Λ.

Следовательно, BR = ARΛ и

RaBR = RaARΛ, (3)

причем, согласно Лемме 1 Ra — также унитарная матрица.
Пусть совпадающие числа λt сгруппированы так, что

Λ =

Λ1 0
. . .

0 Λp

 ,
где Λt = µtE ∈Mnt(H), µt ∈ {λ1, ..., λn}, 1 ≤ nt ≤ n, t = 1, p и µt 6= µs, если t 6= s.

Рассмотрим конгруэнтные матрицы B̃ := RaBR и Ã := RaAR, которые также
являются a-самосопряженными, причем из равенства (3) следует

B̃ = ÃΛ, (4)
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или, переходя к a-сопряжению,
B̃ = ΛÃ. (5)

Пусть B̃ = [B̃st], Ã = [Ãst], где B̃st, Ãst — блоки, согласованные с блочной струк-
турой матрицы Λ, при этом B̃a

st = B̃ts, Ãast = Ãts.

Из равенств (4), (5) следует, что

B̃st = Ãstµt, B̃st = µsÃst,

откуда Ãstµt = µsÃst.
Пусть a(st)

uv — произвольный элемент матрицы Ãst, a
(st)
uv = xuv+yuvj, где xuv, yuv ∈

C. Тогда (xuv + yuvj)µt = µs(xuv + yuvj) или{
xuvµt = µsxuv,

yuvµt = µsyuv.

Если s 6= t, то µs 6= µt, µs 6= µt, откуда xuv = yuv = 0 и Ãst = 0 для любого s 6= t. Это
означает, что матрицы RaBR и RaAR имеют блочную структуру, согласованную со
структурой матрицы Λ, то есть:

B̃ = RaBR =

B1 0
. . .

0 Bp

 ; ÃΛ = RaARΛ =

A1µ1 0
. . .

0 Apµp

 ,
где все матрицы At, Bt ∈Mnt(H), t = 1, p, a-самосопряженные. При p = n получаем
тем самым требуемое приведение. При p < n имеется блок размера nt > 1.

Применим к каждой такой матрице At разложение Такаги:

At = SiΣtS
a
t , (6)

где St,Σt ∈Mnt(H), St — унитарные матрицы, а Σt — вещественные диагональные
матрицы с неотрицательными элементами.

Так как Bt = µtAt = Atµt, то для любого элемента atuv = xuv+yuvj, xuv, yuv ∈ C
матрицы At имеет место равенство

µt(xuv + yuvj) = (xuv + yuvj)µt,

откуда (µt − µt)yuv = 0. Следовательно, для µt 6= µt yuv = 0 и At — комплекс-
ная симметрическая матрица. Поэтому на (6) можно смотреть как на разложение
Такаги для комплексных симметрических матриц, и матрица St здесь также ком-
плексная. Таким образом, в любом случае и для µt ∈ R, и для µt ∈ C\R

Bt = µt(StΣtS
a
t ) = St(µtΣt)S

a
t , t = 1, p.

Положим

S =

S1 0
. . .

0 Sk

 , Σ =

Σ1 0
. . .

0 Σk

 ,
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где St = [1] при nt = 1. Полученная матрица S также унитарная, и справедливы
разложения

RaBR = S(ΣΛ)Sa, RaAR = SΣSa,

откуда

A = [(R−1)aS]Σ[(R−1)aS]a,

B = [(R−1)aS]ΣΛ[(R−1)aS]a.

Следовательно, матрицы A,B диагонализуемы при помощи унитарной матрицы
U = (R−1)aS. �

Аналогичными рассуждениями можно установить следующий результат.

Теорема 3. Пусть матрицы A,B ∈ Mn(H). Матрица A является a–
самосопряженной и невырожденной, матрица B — a–самосопряженной, C =

A−1B. Матрицы SASa и SBSa диагональны для некоторой невырожденной мат-
рицы S ∈Mn(H) тогда и только тогда, когда C — диагонализуема.

Лемма 2. Пусть задана матрица вида A =

[
B C

0 0

]
∈ Mn(H), где B ∈

Mk(H), 1 ≤ k ≤ n. Матрица A — нормальная тогда и только тогда, когда мат-
рица B является нормальной и C = 0.

Доказательство. Как показывают непосредственные вычисления,

AA∗ =

[
BB∗ + CC∗ 0

0 0

]
, A∗A =

[
B∗B B∗C

C∗B C∗C

]
.

Так как A — нормальная матрица, то из равенства AA∗ = A∗A получаем условия

BB∗ + CC∗ = B∗B, B∗C = 0, C∗C = 0.

Следовательно, C = 0 и BB∗ = B∗B. �

Теорема 4. Если матрицы A и B a–самосопряженные, то необходимым и доста-
точным условием существования унитарной матрицы U ∈Mn(H) такой, что обе
матрицы UAUa и UBUa диагональны, является нормальность матрицы AB∗.

Доказательство. Пусть UAUa = Λ, UBUa = M , где матрицы Λ,M — диагональ-
ные. Тогда A = U∗Λ, (Ua)∗B = U∗M(Ua)∗, и

AB∗ = U∗Λ(Ua)∗UaM∗U = U∗(ΛM∗)U.

Заметим, что здесь мы использовали тот факт, что Ua — унитарная матрица в силу
Леммы 1(ii). Следовательно, матрица AB∗ унитарно диагонализуема, т.е. нормаль-
ная.
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Обратно, пусть A невырожденная матрица, и матрица AB∗ = (A−1)−1B∗ нор-
мальная. Тогда по теореме 2 две a–самосопряженные матрицы A−1 и B∗ одновре-
менно унитарно диагонализуемы. Это означает существование унитарной матрицы
U ∈Mn(H) и диагональных матриц M,Λ ∈Mn(H) таких, что

A−1 = UΛUa, B∗ = UMUa.

Тогда A = (Ua)∗Λ−1U∗, B = (Ua)∗M∗U∗, то есть A и B одновременно приво-
дятся к диагональному виду унитарным преобразованием.

В случае вырожденности матрицы A требуются дополнительные аргументы. В
силу теоремы Такаги, найдется унитарная матрица U ∈Mn(H), при которой матри-
ца UAUa диагональна. Переставляя при необходимости столбцы матрицы U , при-
ходим к представлению:

UAUa =

[
Σ 0

0 0

]
,

где Σ ∈Mk(H), 1 ≤ k < n, в котором матрица Σ диагональная и невырожденная.
Матрицу UBUa разобьем на блоки того же размера:

UBUa =

[
B11 B12

Ba
12 B22

]
, B11 ∈Mk(H), B22 ∈Mn−k(H).

При этом подматрицы B11 и B22 также a-самосопряженные, и справедливы равен-
ства:

(UAUa)(UBUa)∗ = UAB∗U∗ =

[
Σ 0

0 0

][
B∗11 B∗12

(Ba
12)∗ B∗22

]
=

[
ΣB∗11 ΣB∗12

0 0

]
.

Здесь матрица UAB∗U∗ нормальная, поэтому в силу Леммы 2 имеем ΣB∗12 = 0.
Матрица Σ невырожденная, поэтому B12 = 0. Следовательно,

UAUa =

[
Σ 0

0 0

]
, UBUa =

[
B11 0

0 B22

]
и

(UAUa)(UBUa)∗ =

[
ΣB∗11 0

0 0

]
.

Обращаясь к предыдущим рассуждениям для невырожденного случая, заклю-
чаем, что существует унитарная матрица V1 ∈ Mk(H) и диагональные матрицы
Λ1,Λ2 ∈Mn(H) такие, что

Σ = V1Λ1V
a

1 , B11 = V1Λ2V
a

1 .

Для a-самосопряженной матрицы B22 также существуют, как известно, унитар-
ная матрица V2 ∈ Mn−k(H) и диагональная матрица Λ3 ∈ Mn−k(H) такие, что
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B22 = V2Λ3V
a

2 . Положим Λ = Λ1 ⊕ 0 ∈Mn(H), M = Λ2 ⊕ Λ3 и V = V1 ⊕ V2. Тогда
UAUa = V ΛV a, UBUa = VMV a. Таким образом, матрицы

A = (U∗V )Λ(U∗V )a, B = (U∗V )M(U∗V )a

одновременно диагонализуются одним унитарным преобразованием. �

Подобное обоснование позволяет получить и более общий результат для невы-
рожденной конгруэнтности.

Теорема 5. Если матрицы A и B a–самосопряженные, то необходимым и доста-
точным условием существования невырожденной матрицы S ∈ Mn(H) такой,
что обе матрицы SASa и SBSa диагональны, является диагонализуемость мат-
рицы AB∗.

Выводы

В работе получено четыре критерия одновременной диагонализации двух неэр-
митово самосопряженных матриц над телом кватернионов.
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У роботi розглядаються задачi одночасної диагонализации пари кватер-
нiонних матриць, самоспряжених щодо операцiї неэрмитовой iнволюцiї в
дiйснiй алгебрi кватернiонiв.
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In this paper it’s considered problems of simultaneous diagonalization for
quaternionic matrixes which are a self-adjoint concerning the non-Hermitian
involution in the real algebra of quaternions. Some criterions of unitary and
nonsingular diagonalizations for such matrixes are received.
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ИЗОМОРФИЗМ ДВУХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ
САМОСОПРЯЖЕННОЙ ДИЛАТАЦИИ

ДИССИПАТИВНОГО ОПЕРАТОРА

В работе рассматривается спектральное представление самосопряжен-
ной дилатации диссипативного оператора и представление только для
ограниченного диссипативного оператора. В случае ограниченного опера-
тора непосредственно построен изоморфизм указанных представлений
дилатации.

Введение

В [1] было построено спектральное представление самосопряженной дилатации
произвольного диссипативного оператора с непустым множеством регулярных то-
чек, а в [2] получена самосопряженная дилатация диссипативного оператора Шре-
дингера. Последнее представление дилатации можно обобщить [3] только на случай
произвольного ограниченного оператора, т. к. при построении дилатации использу-

ется дефектный оператор
A−A∗

2i
, который в случае неограниченных операторов

применять, вообще говоря, нельзя в связи с тем, что области определений операто-
ров A и A∗ могут не совпадать.

Пусть оператор A действует в гильбертовом пространстве G.

Определение 1. Дилатации S1 и S2 оператора A, действующие соответственно в
гильбертовых пространствах H1 и H2 называются изоморфными, если существует
унитарное отображение U пространства H1 на H2 такое, что

1) Uh = h (∀h ∈ G);
2) S2 = US1U

−1.
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1. Предварительные сведения

Пусть A, вообще говоря, неограниченный диссипативный оператор, действующий
в гильбертовом пространстве G, плотно заданный и −i ∈ ρ(A).

Будем использовать дефектные операторы

B = i R−i + i R∗−i − 2R∗−iR−i,

B̃ = i R−i + i R∗−i − 2R−iR
∗
−i, где R−i = (A+ i I)−1.

Так как B ≥ 0 и B̃ ≥ 0 [1], то существуют операторы Q =
√
B, Q̃ =

√
B̃.

Рассмотрим пространства вектор — функций H+ = L2 (0, ∞; G1) и
H− = L2 (−∞, 0; G2), где G1 = QG, G2 = Q̃G.

Образуем гильбертово пространство H = H−⊕G⊕H+ и построим в нем оператор
S следующим образом.

Вектор h =

 h−
h0

h+

 , где h± ∈ H±, h0 ∈ G принадлежит D(S) тогда и только

тогда, когда

1)
{
h−,

dh−
dt

}
⊂ L2(−∞, 0; G1),

{
h+,

dh+

dt

}
⊂ L2(0, ∞; G2);

2) ϕ = h0 + Q̃ h−(0) ∈ D(A);

3) h+(0) = T ∗h−(0) + iDϕ, где T ∗ = I + 2 i R∗−i, D = Q (A+ i I).
Если h ∈ D(S), то

Sh = S

 h−
h0

h+

 =

 P− h−
−i h0 + (A+ i I)ϕ

P+ h+

 ,

где P+ h+ = i
dh+

dt
, P− h− = i

dh−
dt

.
Оператор S является спектральным представлением самосопряженной дилата-

ции оператора A [1].
Теперь пусть A — ограниченный диссипативный оператор, действующий в гиль-

бертовом пространстве G, D(A) = G.

Рассмотрим дефектный оператор V =
A−A∗

2i
≥ 0.

Образуем гильбертово пространство H̃ = H
′
+⊕G ⊕H

′
−, где H

′
− = L2(−∞, 0; E),

H
′
+ = L2(0, ∞; E), E =

√
V E.
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Построим в H̃ оператор SV следующим образом: вектор Ṽ =

 V−
h0

V+

 ∈ D(SV )

тогда и только тогда, когда

1)
{
V+,

dV+

dt

}
⊂ L2(0, ∞; E),

{
V−,

dV−
dt

}
⊂ L2(−∞, 0; E);

2) h0 ∈ D(A);

3) V+(0) = i
√

2V h0 + V−(0).

Если Ṽ ∈ D(SV ), то

SV Ṽ = SV

 V−
h0

V+

 =

 P− V−
Ah0 +

√
2V V−(0)

P+ V+


Оператор SV является самосопряженной дилатацией оператора A [3].

2. Основной результат

Теорема 1. Самосопряженные дилатации S и SV диссипативного ограниченного
оператора A, −i ∈ ρ(A) изоморфны.

Доказательство. Учитывая, что D(A) = G, дилатацию S можно преобразовать к
виду

Sh = S

 h−
h0

h+

 =

 P− h−
Ah0 + (A+ i I) Q̃ h−(0)

P+ h+

 ,

где h ∈ D(S) тогда и только тогда, когда

1)
{
h−,

dh−
dt

}
⊂ L2(−∞, 0; G2),

{
h+,

dh+

dt

}
⊂ L2(0, ∞; G1);

2) h0 ∈ G;

3) h+(0) = iQ (A+ i I)h0 +
(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
h−(0).

Построим унитарное отображение пространства H
′
+ = L2(0, ∞; E) на

H+ = L2(0, ∞; G1). Для этого достаточно построить унитарное отображение про-
странства E на пространство G1.

Будем использовать легко проверяемое равенство

2V h0 = (A∗ − i I)B (A+ i I)h0 (∀h0 ∈ G),
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из которого следует равенство:∥∥∥√2V h0

∥∥∥ = ‖Q (A+ i I)h0‖ (1)

Тогда отображение U1, определяемое равенством

U1(
√

2V h0) = Q (A+ i I)h0,

определено на плотном в E множестве и сохраняет норму ввиду (1). Расширяя
U1 по непрерывности на все пространство E, получим унитарное отображение U1

пространства E на G1.
Теперь построим унитарное отображение U2 пространства H ′+ на пространство

H+ по правилу:
U2 h

′
+ = U1 h

′
+(t) = h+

(оператор U1 действует на векторы h
′
+(t) при каждом фиксированном t).

Аналогично, используя равенство

2V h0 = (A+ i I) B̃ (A∗ − i I)h0,

из которого следует, что
∥∥∥√2V h0

∥∥∥ =
∥∥∥Q̃ (A∗ − i I)h0

∥∥∥, построим унитарное отоб-

ражение U ′2 пространства H ′− на H−.
И, наконец, построим унитарный оператор U , отображающий пространство H̃ на

H по формуле:

U

 V−
h0

V+

 =

 U
′
2 V−
h0

U2 V+

 =

 h−
h0

h+

 .

Докажем, что SV = U−1S U . Для этого достаточно показать:
а) если Ṽ ∈ D(SV ), то U Ṽ ∈ D(S) и, что

U SV Ṽ = S U Ṽ ;

б) если h ∈ D(S), то U−1 h ∈ D(SV ) и, что

SV U
−1 h = U−1S h.

В силу унитарной эквивалентности пространств H ′+, H
′
− и H+, H− соответствен-

но, оператору дифференцирования при отображении U будет соответствовать этот
же оператор.
а) Пусть Ṽ ∈ D(SV ), докажем, что U Ṽ ∈ D(S). Для этого достаточно проверить
только выполнение условия 3) на D(S).

Так как V+(0) = U−1
1 h+(0), V−(0) = U

′−1

1 h−(0) и V+(0) = i
√

2V h0 + V−(0), то

U−1
1 h+(0) = i

√
2V h0 + U

′−1

1 h−(0)

или
h+(0) = iQ (A+ i I)h0 + U1 U

′−1

1 h−(0).
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Так как h−(0) ∈ Q̃G и G = (A∗−i I)G, то преобразуем вектор U1 U
′−1

1 h−(0), когда
h−(0) = Q̃ (A∗ − i I)h

′
0

U1 U
′−1

1 h−(0) = U1 U
′−1

1 Q̃ (A∗ − i I)h
′
0 =

= Q (A+ i I)h
′
0 = Q (A+ i I)R∗−i (A∗ − i I)h

′
0.

Ввиду равенства (A+ i I)R∗−i = i (A+ i I) B̃ + T ∗, имеем:

U1 U
′−1

1 h−(0) = Q
(
i (A+ i I) B̃ + T ∗

)
(A∗ − i I)h

′
0 =

= iQ (A+ i I) Q̃
[
Q̃ (A∗ − i I)h

′
0

]
+ T ∗

[
Q̃ (A∗ − i I)h

′
0

]
=

= iQ (A+ i I) Q̃ h−(0) + T ∗ h−(0).

Мы использовали равенство QT ∗ = T ∗ Q̃ [1].
Таким образом,

h+(0) = iQ (A+ i I)h0 +
(
T ∗ + iQ (A+ i I) Q̃

)
h−(0).

Это равенство выполняется для любого вектора h−(0), т. к. операторы U1 U
′−1

1 ,
T ∗ и Q (A+ i I) Q̃ — ограниченные.

Условие 3) на D(S) доказано.
Теперь проверим равенство U SV Ṽ = S U Ṽ . Так как

Ah0 +
√

2V V−(0) = Ah0 +
√

2V U
′−1

1 h−(0),

то полагая, как и выше, h−(0) = Q̃ (A∗ − i I)h
′
0, где h

′
0 ∈ D(A) = G, получаем

Ah0 +
√

2V V−(0) =

= Ah0 + 2V h
′
0 = Ah0 + (A+ i I) Q̃

[
Q̃ (A∗ − i I)h

′
0

]
= (A+ i I) Q̃ h−(0).

А так как 2V = (A+ i I) B̃ (A∗ − i I), то первая часть утверждения доказана.
б) Пусть теперь h ∈ D(S), и докажем, что U−1 h ∈ D(SV ). Проверим выполнение

условия 3) на D(SV ).
Так как h ∈ D(S), то

h+(0) = iQ (A+ i I)h0 +
(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
h−(0),

h+(0) = U1 V+(0), h−(0) = U
′
1 V−(0).

Из этих равенств получаем:

U1 V+(0) = iQ (A+ i I)h0 +
(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
U
′
1 V−(0),

V+(0) = i
√

2V h0 + U−1
1

(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
U
′
1 V−(0).
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Преобразуем вектор Ψ = U−1
1

(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
U
′
1 V−(0), считая, что

V−(0) =
√

2V h, где h ∈ G

Ψ = U−1
1

(
iQ (A+ i I) Q̃+ T ∗

)
U
′
1 V−(0) =

= i
√

2V Q̃U
′
1 V−(0) + U−1

1 T ∗ U
′
1 V−(0) =

= i
√

2V Q̃ Q̃ (A∗ − i I)h+ U−1
1 T ∗ Q̃ (A∗ − i I)h.

Так как B̃ (A∗ − i I)h = i R−i (A∗ − i I)h− i h− 2R−i h, то

Ψ = i
√

2V (i R−i (A∗ − i I)− i I − 2R−i) h+ U−1
1 Q (I + 2 i R−i) (A∗ − i I)h =

=
√

2V h−
√

2V R−i (A∗−i I)h−2 i
√

2V R−i h+U−1
1 [Q (A+ i I)] R−i ((A∗ − i I) + 2 i I)h =

= V−(0)−i
√

2V R−i (A∗−i I)h−2 i
√

2V R−i h+
√

2V R−i (A∗−i I)h+2 i
√

2V R−i h = V−(0).

Таким образом, V+(0) = i
√

2V h0 + V−(0) и условие 3) на D(SV ) выполнено.
Теперь преобразуем выражение

Ah0 + (A+ i I) Q̃ h−(0) = Ah0 + (A+ i I) Q̃ U
′
1 V−(0) =

= Ah0 + (A+ i I) Q̃ U
′
1

√
2V h = Ah0 + (A+ i I) B̃ (A∗ − i I)h =

= Ah0 + 2V h0 = Ah0 +
√

2V V−(0).

Таким образом, SV — дилатация оператора A, изоморфная дилатации S. �

Выводы

В случае ограниченности диссипативного оператора A для построения его само-
сопряженной дилатации можно использовать методы работ [1] или [3], что приводит
к одинаковым результатам. В частности, при построении функциональной модели
оператора A.

Список литературы

[1] Кудряшов Ю.Л. Симметрические и самосопряженные дилатации диссипатив-
ных операторов. - Теория функций, функциональный анализ и их приложе-
ния. 1982, вып. 37, с. 51–54.

[2] Павлов Б.С. Самосопряженная дилатация диссипативного оператора Шредингера и
разложение по его собственным функциям. – Мат. сб., 1977, 102(144) №4, с. 511–536.

[3] Золотарев В.А. Аналитические методы спектральных представлений несамосопря-
женных и неунитарных операторов. – Харьков: ХНУ, 2003. – 342 с.



38 Ю. Л. Кудряшов

Iзоморфiзм двох представлень самосопряженної дилатацiї дисипатив-
ного оператора

У роботi розглядається спектральне представлення самоспряжної ди-
латацiї дисипативного оператора i представлення лише для обмеженого
дисипативного оператора. В разi обмеженого оператора безпосередньо по-
будован iзоморфiзм вказаних представлень дилатацiї.

Ключовi слова: необмежений оператор, вузол, дилатацiя.

Isomorphism of two presentations of self-conjugate dilatation of dissipative
operator

Spectral presentation of self-conjugate dilatation of dissipative operator and
presentation is in-process examined only for the limited dissipative operator. In
the case of the limited operator the isomorphism of the indicated presentations
of dilatation is directly built.

Keywords: unbounded operator, knot, dilation.



Ученые записки Таврического национального университета
им. В. И. Вернадского

Cерия «Физико-математические науки»
Tом 24 (63) № 3 (2011), c. 39–60.

УДК 517.972

E. M. Кузьменко

УСЛОВИЯ K-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ
И ПОВТОРНОЙ K-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ

ВАРИАЦИОННЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ В
ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА W1,p ФУНКЦИЙ

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Для интегрантов f(x, y, z) вариационных функционалов
∫
D f(x, y, y′)dx,

действующих в пространстве Соболева W 1,p(D), p ≥ 1, над компактной
областью D ⊂ Rn, вводятся классы Вейерштрасса W 1Kp(z) и W 2Kp(z),
изучавшиеся ранее в случае пространства Соболева W 1,2 над отрезком.
Показано, что попадание интегранта в подходящий класс Вейерштрас-
са гарантирует компактную дифференцирумость соответствующего по-
рядка для вариационного функционала.

Ключевые слова: вариационный функционал, пространства Соболева,ком-
пактная дифференцируемость, классы Вейерштрасса, доминантная смешанная
гладкость .

Введение.

Хорошо известно (см.например [1]), что вариационные функционалы в простран-
ствах Соболева, как правило, не обладают обычными аналитическими свойствами.
В работах И.В.Орлова и Е.В.Божонок [2], [3] для интегранта f(x, y, z) одномерно-
го вариационного функционала

∫ b
a f(x, y, y′)dx, действующего в гильбертовом про-

странстве Соболева W 1,2[a, b], были введены так называемые классы Вейерштрасса
W 1Kp(z) иW 2Kp(z). Эти классы содержат псевдоквадратичные по x, y интегранты
(f ∈ K2(z)), коэффициенты которых обладают доминантной по z смешанной глад-
костью нужного порядка (см.общее определение доминантной смешанной гладкости
в [4]).
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Оказалось, что попадание интегранта f в подходящий класс Вейерштрасса га-
рантирует компактную дифференцируемость (K-дифференцируемость) соответ-
ствующего порядка для вариационного функционала. Заметим, что хотя K-
дифференцируемость и слабее сильной дифференцируемости (она занимает проме-
жуточное место между дифференцируемостью по Фреше и дифференцируемостью
по Гато), но позволяет решать вариационные экстремальные задачи в простран-
ствах Соболева [2], [3].
Естественной поэтому представляется постановка задачи о получении сход-
ных условий компактной дифференцируемости в общих пространствах Соболева
W 1,p, p ≥ 1, над многомерной областью путем введения соответствующих классов
Вейерштрасса W 1Kp(z) и W 2Kp(z). Решению этой задачи и посвящена данная ра-
бота.
Отметим, что в нашей работе [5] недавно был введен в многомерном случае нуле-
вой класс Вейерштрасса WKp(z) и показано, что при f ∈ WKp(z) вариационный
функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y, y′)dx
(
D ⊂ Rn, y(·) ∈W 1,p(D), p ≥ 1

)
является K-непрерывным.

1. Предварительные сведения.

Приведем общее определение компактной непрерывности, компактной диффе-
ренцируемости и кратной компактной дифференцируемости функционала в полном
локально выпуклом пространстве (ЛВП).

Определение 1. Пусть E–полное вещественное ЛВП, Φ : E → R . Скажем, что
функционал Φ компактно непрерывен, компактно дифференцируем (дважды K–
дифференцируем и т.д.) [2] в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого
компакта C ⊂ E сужение Φ на (y + spanC), дифференцируемо по Фреше(дважды
дифференцируемо по Фреше и т.д.) в точке y относительно нормы ‖·‖C в простран-
стве EC = spanC, порожденной C.

Обозначим далее через C(E)- систему всех абсолютно выпуклых компактов в
E и через Lk(E)- пространства k-линейных непрерывных форм на E. Выпишем в
явной форме важные для нас в дальнейшем определения первой, второй и n–ной
K− производных:

Φ(y + h1)− Φ(y) = Φ′K(y) · h1 + o(‖h1‖C1) , (1)

(Φ′K(y + h1)− Φ′K(y)) · h2 = Φ′′K(y) · (h1, h2) + o(‖h1‖C1 · ‖h2‖C2) , (2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(Φ(n−1)(y+h1)−Φ(n−1)(y))·(h2, . . . hn) = Φ
(n)
K (y)·(h1, h2, . . . , hn)+o(‖h1‖C1 ·. . .·‖hn‖Cn)

(3)
(для любых абсолютно выпуклых компактов C1 . . . , Cn ∈ C(E)).

2. Условия компактной дифференцируемости вариационных
функционалов в W 1,p(D).

В работах Орлова И.В. и Божонок Е.В. [2], [3] был исследован вопрос об условиях
K-непрерывности вариационного функционала Эйлера-Лагранжа

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx

в гильбертовом пространстве Соболева W 1,2[a, b] = H1[a, b]. Оказалось, что доста-
точным условием K-непрерывности Φ(y) служит принадлежность интегранта f к
введенному в этих работах, классу Вейерштрасса WK2(z). В нашей работе [5] этот
результат был обобщен на случай произвольного пространства Соболева W 1,p(D),
где p ∈ N, над многомерной компактной областью D ⊂ Rn. Было показано, что
принадлежность интегранта f вариционного функционала

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx (y(·) ∈W 1,p(D), p ∈ N) (4)

к классу Вейерштрасса WKp(z) является достаточным условием K-непрерывности
функционала (4). Приведем определение класса WKp(z).

Определение 2. Пусть функция u = f(x, y, z), f : Rnx ×Ry ×Rnz → R непрерывна.
Скажем, что f принадлежит вейерштрассовскому классу WKp(z), p ∈ N, если f

допускает псевдополиномиальное представление порядка p:

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)
k, (5)

коэффициенты Rk : Rx × Ry × Rnz → Lk(Rnz ) которого удовлетворяют условию до-
минантной (по x, y) смешанной непрерывности (C-гладкости) (см. общее опреде-
ление пространств с доминантной смешанной гладкостью [4]): при любом выборе
компактов Cx ⊂ Rnx, Cy ⊂ Ry и без каких-либо ограничений на z ∈ Rz, отображения
Rk (0 ≤ k ≤ p) равномерно непрерывны и ограничены в Cx × Cy × Rnz .

Выражение вида (5) с приведенными выше условиями на коэффициенты Rk мы
назовем K-псевдополиномом порядка p.

Напомним также, что более слабое условие доминантной (по x, y) смешанной
ограниченности коэффициентов Rk в представлении (5), т.е. их ограниченности
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в областях Cx × Cy × Rnz , является достаточным условием корректной определен-
ности функционала (4) в пространстве Соболева W 1,p(D). Для получения доста-
точного условия компактной дифференцируемости функционала (4) введем более
узкий класс ВейерштрассаW 1Kp(z). Здесь мы также обобщаем определение класса
W 1K2(z) введенное в работах Орлова И.В. и Божонок Е.В. в случае одномерной
области [2].

Определение 3. Пусть функция u = f(x, y, z), f : Rnx × Ry × Rnz → R непрерывно
дифференцируема. Скажем, что отображение f принадлежит вейерштрассовско-
му классу W 1Kp(z), p ∈ N, если f допускает представление (5), коэффициенты Rk
которого удовлетворяют условию доминантной (по x, y) смешанной C1-гладкости :
при любом выборе компактов Cx ⊂ Rnx, Cy ⊂ Ry и без каких-либо ограничений на
z ∈ Rnz , отображения Rk(x, y, z) вместе с градиентами ∇Rk = ∇yzRk, k = 0, p, рав-
номерно непрерывны и ограничены в Cx × Cy × Rnz , независимо от выбора z.

Замечание 2. Отметим, что представление (5) функции f ∈W 1Kp(z) можно, не
меняя общности рассуждений, заменить представлением

f(x, y, z) = R̃0 + R̃p · (z)p (6)

при сохранении требований определения 3.

Доказательство. Рассмотрим разложение единицы в Rnz класса C1:
1 = ϕ1(z) + ϕ2(z), где, при некотором Mz > 0, малом ε > 0, suppϕ1(z) ⊂ (|z| ≤Mz),

suppϕ2(z) ⊂ (|z| ≥Mz − ε); 0 ≤ ϕ1(z) ≤ 1, 0 ≤ ϕ2(z) ≤ 1; ϕ1(z), ϕ′1(z), ϕ2(z), ϕ′2(z)

равномерно непрерывны и ограничены. Положим

R̃0 =

(
p∑

k=0

Rk · (z)k
)
· ϕ1(z),

R̃p =

(
p∑

k=0

Rk · (z)p−k
)
· ϕ2(z).

Прямые вычисления показывают, что R̃k, ∇R̃k, k = 0, p, равномерно непрерывны и
ограничены в T = Rnx × Ry × Rnz .
. �

Теорема 1. Пусть u = f(x, y, z) есть отображение f : D × Ry × Rnz → R;
x ∈ D, y ∈ Ry, z ∈ Rnz , где D — компактная область в Rnx. Если f принадлежит
классу W 1Kp(z), p ∈ N, то вариационный функционал Эйлера–Лагранжа

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx, (y(·) ∈W 1,p(D))
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K–дифференцируем всюду в пространстве W 1,p(D); при этом

Φ′K(y)h =

∫
D

[
∂f

∂y
(x, y,∇y)h+

∂f

∂z
(x, y,∇y)∇h

]
dx
(
h ∈W 1,p(D)

)
. (7)

Доказательство. Проведем доказательство при p > 1.
1) Фиксируем y(·) ∈W 1,p(D) и произвольный абсолютно выпуклый компакт
C∆ ⊂ C(W 1,p(D)). Воспользуемся каноническим представлением (5) для функции
f :

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)
k,

где коэффициенты Rk : TD = D × Ry × Rnz → Lk(TD;R), согласно условию
f ∈W 1Kp(z), таковы, что Rk и ∇yzRk = ∇Rk равномерно непрерывны и ограни-
чены в TD локально по x,y и глобально по z.
Как уже отмечалось (в аналогичной ситуации) в доказательстве теоремы 7 в [5], в
силу компактности множества (y + C∆) в W 1,p(D), числовое множество

Ky,∆ :=
⋃
h∈C∆

(y + h)(D)

есть компакт. Следовательно, на множестве T y,∆D = D ×Ky,∆ × Rnz все коэффи-
циентыRk вместе с матричными градиентами∇Rk ограничены и равномерно непре-
рывны. Отсюда, в частности, следуют оценки:∣∣∣Rk(x, y, z) · (ζ)k

∣∣∣ ≤Mk0 · ‖ζ‖k,
(
Mk0 <∞, k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆D , ζ ∈ Rnz

)
∥∥∥∇Rk(x, y, z) · (ζ)k

∥∥∥ ≤Mk1 · ‖ζ‖k,
(
Mk1 <∞, k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆D , ζ ∈ Rnz

)
.

(8)
Воспользуемся представлениями (25)–(26) из нашего доказательства теоремы о
K-непрерывности Φ(y) в W 1,p(D) ([5], теор.7):

Φ(y + h)− Φ(y) =

∫
D

f(x, y + h,∇y +∇h)dx−
∫
D

f(x, y,∇y)dx =

p∑
k=0

∫
D

∆kdx , (9)

где

∆k =

k−1∑
l=0

C lkRk(x, y + h,∇y +∇h)(∇y)l(∇h)k−l+

+[Rk(x, y + h,∇y +∇h)−Rk(x, y,∇y)](∇y)k . (10)

Преобразуем последнее выражение, учитывая, что

Rk(x, y + h, z + k)−Rk(x, y, z) = ∇Rk(x, y, z) · (h, k) + rk(x, y, z;h, k) · (h, k), (11)
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где ‖rk(x, y, z;h, k)‖ → 0 при ‖(h, k)‖ → 0. Таким образом, подставляя (11) в (10) и
выделяя в (10) последний член суммы (при k ≥ 2) получаем:

∆k =
k−2∑
l=0

C lkRk(x, y + h,∇y +∇h)(∇y)l(∇h)k−l︸ ︷︷ ︸
Akl

+

+ k[Rk(x, y + h,∇y +∇h)−Rk(x, y,∇y)](∇y)k−1∇h︸ ︷︷ ︸
Bk

+

+∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k︸ ︷︷ ︸
Ck

+ rk(x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h)(∇y)k︸ ︷︷ ︸
Dk

+

+ kRk(x, y,∇y) · (∇y)k−1∇h︸ ︷︷ ︸
Ek

. (12)

Теперь дадим оценку для интегралов от каждого из слагаемых в этом выражении.
2) Используем оценку (31) для интегралов от Akl (l = 0, k − 2) полученную в
нашем доказательстве теоремы о К-непрерывности Φ(y) в W 1,p(D) ([5], теор.7):∣∣∣∣∣∣

∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−2∑
l=0

C lk ·Mk0 · (Nkl)
l · (‖y‖W 1,p)l · (‖h‖W 1,p)k−l , (13)

где Nkl — константы, связывающие соболевские нормы:

‖y‖
W

1,
pl

p−k+l
≤ Nkl · ‖y‖W 1,p .

Поскольку, ввиду компактности C∆ в W 1,p(D), ‖h‖W 1,p ≤ P · ‖h‖C∆
при неко-

торой константе P > 0, то из (13) следует, с учетом ограниченности ‖h‖C∆
:∣∣∣∣∫

D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣ ≤
≤

(
k−2∑
l=0

C lk ·Mk0 · (Nkl)
l · (‖y‖W 1,p)l · P k−l · ‖h‖k−l−2

C∆

)
· ‖h‖2C∆

= o(‖h‖C∆
) . (14)

3) Проведем оценку интеграла
∫
D

Bkdx в (12) с помощью ε–процедуры, примененной

в доказательстве теоремы 7 о К-непрерывности Φ(y) в W 1,p(D) [5]. Был получен
следующий результат:
Для всякого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε) > 0, что

(‖h‖C∆
≤ δ)⇒

∫
D

‖∇y‖kdx ≤Mk ·
∫
eδ

‖∇y‖kdx+ ε ·
∫
eδ

‖∇y‖kdx

 , (15)

где

D = eδ ∪ eδ,
∫
eδ

‖∇y‖pdx < ε
p
k . (16)
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Замена в этой оценке (∇y)k −→ (∇y)k−1 · ∇h оставляет результат в силе с перехо-
дом ‖∇y‖k −→ ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖ в неравенстве (15). Таким образом, в нашем случае
получаем при ‖h‖C∆

≤ δ(ε):∣∣∣∣∣∣
∫
D

Bkdx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣k
∫
D

∆Rk(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ k ·Mk0 ·

∫
eδ

‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx+ k · ε ·
∫
eδ

‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx . (17)

Отсюда, применяя к каждому из интервалов справа в (17) при k > 1 неравенство
Гёльдера-Минковского при p′ = p

k−1 , q
′ = p

p−k+1 , получаем, с учетом оценки (16):∣∣∣∣∣∣
∫
D

Bkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k ·Mk0 ·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k−1
p

·

∫
eδ

‖∇h‖
p

p−k+1dx


p−k+1
p

+

+k · ε ·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k−1
p

·

∫
eδ

‖∇h‖
p

p−k+1dx


p−k+1
p

≤

≤ k ·Mk0 ·
(
ε
p
k

) k−1
p · ‖∇h‖

W
1,

p
p−k+1

+ k · ε · ‖y‖k−1
W 1,p · ‖h‖

W
1,

p
p−k+1

≤

≤ k ·
[
Mk0 · ε

k−1
k + ε · ‖y‖k−1

W 1,p

]
·Nk1‖h‖W 1,p ≤

≤
(
k ·
[
Mk0 · ε

k−1
k + ε · ‖y‖k−1

W 1,p

]
·Nk1 · P

)
‖h‖C∆

= o(‖h‖C∆
) (18)

при ‖h‖C∆
< δ(ε). Отметим, наконец, что при k = 1 оценка правой части (17),

ввиду отсутствия ‖∇y‖, проводится очевидным образом, с учетом малости меры
множества eδ.
4) Теперь проведем оценку интеграла от Ck в (12). Заметим сначала, что оператор∫

D

Ckdx =

∫
D

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k

]
dx

— линейный относительно h. Проверим его непрерывность. Заметим, что ввиду
эквивалентности обычной нормы ‖(h,∇h)‖ в Rn+1 и нормы ‖(h,∇h)‖p = (|h|p +

‖∇h‖p)
1
p , выполнено неравенство

‖(h,∇h)‖ ≤ F · ‖(h,∇h)‖p,

где F–некоторая константа.
Имеем: ∣∣∣∣∣∣

∫
D

Ckdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k|dx ≤
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≤
∫
D

‖∇Rk(x, y,∇y)‖ · ‖(h,∇h)‖‖(∇y)‖kdx ≤ F ·Mk1

∫
D

(|h|p + ‖∇h‖p)
1
p ‖(∇y)‖kdx.

(19)
Применяя к интегралу справа в (19) неравенство Гёльдера-Минковского при
p′ = p, q′ = p

p−1 , получаем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Ckdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ F ·Mk1

∫
D

(|h|p + ‖∇h‖p)) dx

 1
p

·

∫
D

(‖∇y‖k)
p
p−1dx


p−1
p

≤

≤ F ·Mk1 · ‖h‖W 1,p · ‖y‖k
W

1,
kp
p−1
≤
(
F ·Mk1 · (Sk)k · ‖y‖kW 1,p

)
· ‖h‖W 1,p , (20)

где Sk –константы, связывающие соболевские нормы:

‖y‖
W

1,
kp
p−1
≤ Sk · ‖y‖W 1,p

. Оценка (20) означает ограниченность линейного оператора
∫
D

Ckdx в W 1,p(D).

5) Аналогично проводится оценка интеграла от Ek, который также является линей-
ным оператором относительно h:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Ekdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k
∫
D

|Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1(∇h)|dx ≤ k ·Mk0 ·
∫
D

‖∇y‖k−1‖∇h‖dx ≤

≤ k ·Mk0 ·

∫
D

‖∇h‖pdx

 1
p

·
(
‖∇y‖

(k−1)p
p−1 dx

) p−1
p

≤

≤ k ·Mk0 · ‖h‖W 1,p · ‖y‖k−1

W
1,

(k−1)p
p−1

≤
[
k ·Mk0 · ‖y‖k−1

W 1,p · (Sk−1)k−1
]
· ‖h‖W 1,p , (21)

что означает ограниченность оператора
∫
D

Ekdx в W 1,p(D).

6) Наконец, оценку интеграла от Dk в (12), мы можем провести совершенно ана-
логично оценке интеграла от Bk (в пункте 3 доказательства), поскольку для "ε–
процедуры"существенен лишь факт стремления к нулю rk(x, y, z;h,∇h) → 0 при
‖(h,∇h)‖ → 0. Итак, для всякого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε) > 0 , что

(‖h‖C∆
< δ)⇒

(∣∣∣∣∣∣
∫
D

[
rk(x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h)(∇y)k

]
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ µk ·

∫
eδ

‖∇y‖k · ‖(h,∇h)‖dx+ ε ·
∫
eδ

‖∇y‖k · ‖(h,∇h)‖dx
)
, (22)

где

D = eδ ∪ eδ,
∫
eδ

‖∇y‖pdx < ε
p
k , (23)
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µk — некоторая постоянная. Отсюда, применяя к каждому из интервалов справа
в (22) неравенство Гёльдера-Минковского при p′ = p

k , q
′ = p

p−k , получаем, с учетом
оценки (41):∣∣∣∣∣∣

∫
D

Dkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ µk ·
∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k
p

·

∫
eδ

‖(h,∇h)‖
p

p−k dx


p−k
p

+

+ε ·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k
p

·

∫
eδ

‖(h,∇h)‖
p

p−k dx


p−k
p

≤ (µk · ε+ ε · ‖y‖kW 1,p)‖h‖
W

1,
p

p−k
≤

≤ (µk + ‖y‖kW 1,p) · ε · Tk · ‖h‖W 1,p ≤ [(µk + ‖y‖kW 1,p) · Tk · P ] · ε · ‖h‖C∆
(24)

при ‖h‖C∆
< δ(ε). Здесь Tk — константы, связывающие соболевские нормы:

‖y‖
W

1,
p

p−k
≤ Tk · ‖y‖W 1,p .

Отсюда получаем ∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkdx

∣∣∣∣∣∣ = o(‖h‖C∆
).

7) Резюмируя оценки, полученные выше в пунктах 2)–6), имеем:

Φ(y + h)− Φ(y) =

p∑
k=0

∫
D

∆kdx =

=

∫
D

(
p∑

k=0

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)kdx+ k ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · ∇h

])
dx+

+o(‖h‖C∆
) , (25)

причем, интеграл справа в (25) является линейным непрерывным оператором от
h(·) ∈W 1,p(D). Таким образом, функционал Φ(y) К-дифференцируем в W 1,p(D), и
его К-дифференциал вычисляется по формуле:

Φ′K(y)h =

=

∫
D

(
p∑

k=0

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)kdx+ k ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · ∇h

])
dx .

(26)

8) Покажем наконец, что равенство (26) можно преобразовать к стандартному ви-
ду (7). Из K-псевдополиномиального представления (5) получаем:

∂f

∂y
(x, y,∇y)h =

∂R0

∂y
(x, y,∇y)h+

p∑
k=1

∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · h · (∇y)k ;
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∂f

∂z
(x, y,∇y)∇h =

∂R0

∂z
(x, y,∇y)∇h+

+

p∑
k=1

[
∂Rk
∂z

(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k + k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
;

отсюда:

∇f(x, y,∇y)(h,∇h) =
∂f

∂y
(x, y,∇y)h+

∂f

∂z
(x, y,∇y)∇h =

=

[
∂R0

∂y
(x, y,∇y)h+

∂R0

∂z
(x, y,∇y)∇h

]
+

p∑
k=1

[(∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · h · (∇y)k+

+
∂Rk
∂z

(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k
)

+ k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1
]

=

= ∇R0(x, y,∇y) · (h,∇h)+

+

p∑
k=1

[
∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h) · (∇y)k + k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
=

=

p∑
k=0

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k + k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
,

что совпадает с подинтегральным выражением в (26).
Итак, формула (26) принимает вид

Φ′K(y)h =

∫
D

[
∂f

∂y
(x, y,∇y)h+

∂f

∂z
(x, y,∇y)(∇h)

]
dx.

Теорема доказана. Случай p = 1 может быть рассмотрен аналогичным образом.
· �.

3. Условия повторной компактной дифференцируемости
вариационных функционалов в W 1,p(D).

Для получения достаточного условия повторной компактной дифференцируе-
мости введем следующий класс Вейерштрасса W 2Kp(z), более узкий, чем класс
W 1Kp(z), рассматриваемый в п.2. Здесь мы также обобщаем определение класса
W 2Kp(z), введенное в работах Орлова И.В. и Божонок Е.В. в случае одномерной
области [2].

Определение 4. Пусть функция u = f(x, y, z), f : Rnx × Ry × Rnz → R дважды
непрерывно дифференцируема. Скажем, что f принадлежит вейерштрассовско-
му классу W 2Kp(z), p ∈ N, если f допускает представление (5), коэффициенты
Rk : Rx × Ry × Rnz → Lk(Rnz ) которого удовлетворяют условию доминантной (по x,
y) смешанной C2–гладкости: при любом выборе компактов Cx ⊂ Rx Cy ⊂ Ry и без
каких-либо ограничений на z ∈ Rnz , отображения Rk(x, y,∇y) вместе с градиентами
∇Rk = ∇yzRk и гессианами H(Rk) = Hyz(Rk), k = 0, p, равномерно непрерывны и
ограничены в Cx × Cy × Rnz , независимо от выбора z.
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Теорема 2. Пусть u = f(x, y, z) есть отображение f : D × Ry × Rnz → R;
x ∈ D, y ∈ Ry, z ∈ Rnz , где D — компактная область в Rnx. Если f принадлежит
классу W 2Kp(z), p ∈ N, то вариационный функционал Эйлера–Лагранжа

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx, (y(·) ∈W 1,p(D))

дважды K–дифференцируем всюду в пространстве W 1,p(D); при этом

Φ′′K(y)(h, k) =

∫
D

[∂2f

∂y2
(x, y,∇y)(h, k) +

∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y)[(h,∇k) + (∇h, k)]+

+
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h,∇k)

]
dx

(
h ∈W 1,p(D)

)
. (27)

Доказательство.
1) Фиксируем y(·) ∈W 1,p(D) и произвольный абсолютно выпуклый компакт
C∆ ⊂W 1,p(D). Воспользуемся, как и в теореме 1, K-псевдополиномиальным пред-
ставлением для функции f :

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)
k,

где коэффициенты Rk : TD = D × Ry × Rnz → Lk(TD;R), согласно условию
f ∈W 2Kp(z), таковы, что Rk, ∇yzRk и Hyz(Rk) равномерно непрерывны и
ограничены локально по x,y и глобально по z на TD.
Как уже отмечалось в доказательстве теоремы 1 и теоремы 7 в [5], в силу
компактности множества (y + C∆) в W 1,p(D), числовые множества

Ky,∆
h :=

⋃
h∈C∆

(y + h)(D) ,

Ky,∆
k :=

⋃
k∈C∆1

(y + k)(D)

также компактны. Следовательно, на множествах T y,∆D,h = D ×Ky,∆
h × Rnz и

T y,∆D,k = D ×Ky,∆
k × Rnz все коэффициенты Rk вместе с матричными градиентами

∇Rk и блок-матричными гессианами H(Rk) ограничены и равномерно непрерыв-
ны. Отсюда, в частности, следуют оценки∣∣∣Rk(x, y, z) · (ζ)k

∣∣∣ ≤Mk0 · ‖ζ‖k,
(
Mk0 <∞, k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆D , ζ ∈ Rnz

)
∥∥∥∇Rk(x, y, z) · (ζ)k

∥∥∥ ≤Mk1 · ‖ζ‖k,
(
Mk1 <∞, k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆D , ζ ∈ Rnz

)
∥∥∥H(Rk(x, y, z)) · (ζ)k

∥∥∥ ≤Mk2 · ‖ζ‖k,
(
Mk2 <∞, k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆D , ζ ∈ Rnz

)
.

(28)
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Вычислим приращение вариационного функционала Φ′K в точке y(·) при h ∈ C∆,
k ∈ C∆1 , используя равенство (26):

(Φ′K(y + s)− Φ′K(y))h =

p∑
k=0

[∫
D

∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y +∇s)kdx+

+k ·
∫
D

Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y +∇s)k−1dx
]
−

−
p∑

k=0

∫
D

∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h)(∇y)kdx+ k ·
∫
D

Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−1dx

 =

=

∫
D

p∑
k=0

[
∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)

(
k∑
l=0

C lk(∇y)l(∇s)k−l
)

+

+k ·Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)

(
k−1∑
l=0

C lk−1(∇y)l(∇s)k−l−1

)
−

−∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h)(∇y)k − k ·Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−1
]
dx =:

∫
D

p∑
k=0

∆k, (29)

где ∆k — выражения в квадратных скобках в предпоследнем выражении в (29).
Фиксируем k и преобразуем выражение ∆k:

∆k =
(
∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)

(
k∑
l=0

C lk(∇y)l(∇s)k−l
)
−

−∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h)(∇y)k
)

+

+k ·
(
Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)

(
k−1∑
l=0

C lk−1(∇y)l(∇s)k−l−1

)
−

−Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−1

)
=

(из каждой суммы выделяем последний элементы, k-й и (k − 1)-й соответственно)

=

k−1∑
l=0

C lk∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)l(∇s)k−l+

+∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)k −∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h)(∇y)k+

+k

k−2∑
l=0

C lk−1Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y)l(∇s)k−l−1+

+k
(
Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y)k−1 − kRk(x, y,∇y)()k−1(∇h)

)
=
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=

k−1∑
l=0

C lk∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)l(∇s)k−l︸ ︷︷ ︸
Akl

+

+ [∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)−∇Rk(x, y,∇y)] (h,∇h)(∇y)k︸ ︷︷ ︸
Bk

+

+k ·
k−2∑
l=0

C lk−1Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y)l(∇s)k−l−1︸ ︷︷ ︸
Ak−1,l

+

+ k [Rk(x, y + s,∇y +∇s)−Rk(x, y,∇y)] (∇h)(∇y)k−1︸ ︷︷ ︸
Ck

.

Преобразуем Bk и Ck, учитывая, что

Rk(x, y + h, z + s)−Rk(x, y, z) = ∇Rk(x, y, z) · (h, s) + rk(x, y, z;h, s) · (h, s),

где ‖rk(x, y, z;h, s)‖ → 0 при ‖(h, s)‖ → 0. Таким образом,

Bk = H(Rk(x, y,∇y))(s,∇s) + rk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s),

Ck = ∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s) + qk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s).

Выделяя из
(
k−1∑
l=0

Akl

)
последний (k−1)-й член, а из

(
k−2∑
l=0

Ak−1,l

)
последний (k−2)-й

член, получаем:

∆k =

k−2∑
l=0

C lk∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)l(∇s)k−l+

+k · ∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)k−1(∇s)+

+k ·
k−3∑
l=0

C lk−1Rk(x, y + k1,∇y +∇s)(∇h)(∇y)l(∇s)k−l−1+

+k · (k − 1)Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y)k−2(∇s)+
+ [H(Rk(x, y,∇y))(s,∇s) + rk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)] (h,∇h)(∇y)k+

+k [∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s) + qk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)] (∇h)(∇y)k−1. (30)

Вычитая и добавляя слагаемые:

k ·∇Rk(x, y,∇y)(h,∇h)(∇y)k−1(∇s) и k ·(k−1)Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−2(∇s),

получим:

∆k =
k−2∑
l=0

C lk∇Rk(x, y + s,∇y +∇s)(h,∇h)(∇y)l(∇s)k−l︸ ︷︷ ︸
Akl

+

+k ·
k−3∑
l=0

C lk−1Rk(x, y + s,∇y +∇s)(∇h)(∇y)l(∇s)k−l−1︸ ︷︷ ︸
Ak−1,l

+
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+k [Rk(x, y + s,∇y +∇s)−∇Rk(x, y,∇y)](h,∇h)(∇y)k−1(∇s)︸ ︷︷ ︸
Vk

+

+k(k − 1) [Rk(x, y + s,∇y +∇s)−∇Rk(x, y,∇y)](∇h)(∇y)k−2(∇s)︸ ︷︷ ︸
Wk

+

+H(Rk(x, y,∇y))(s,∇s)(h,∇h)(∇y)k︸ ︷︷ ︸
Fk

+

+ [rk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)] (h,∇h)(∇y)k︸ ︷︷ ︸
Ek

+

+k · ∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1︸ ︷︷ ︸
Sk

+

+k · qk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1︸ ︷︷ ︸
Hk

+

+k∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k−1(∇s)︸ ︷︷ ︸
Dk

+k(k − 1)Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−2(∇k)︸ ︷︷ ︸
Gk

.

(31)
Теперь дадим оценку для интегралов от каждого слагаемого в этом выражении.
2) Проведем вначале оценку для интегралов от Akl (l = 0, k − 2). Поскольку, вви-
ду (28),

|Akl| ≤ C lk ·Mk1 · ‖(h,∇h)(∇y)l(∇s)k−l‖ ≤ C lk ·Mk1 · ‖(h,∇h)‖‖∇y‖l‖∇s‖k−l,

то ∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−2∑
l=0

C lk ·Mk1 ·
∫
D

‖(h,∇h)‖‖∇y‖l‖∇s‖k−ldx. (32)

Применяя к интегралам справа в (32) неравенство Гельдера–Минковского, получа-
ем: ∣∣∣∣∣∣

∫
D

‖(h,∇h)‖‖∇y‖l‖∇s‖k−ldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

≤ F ·

∫
D

(‖h‖p + ‖∇h‖p)dx

 1
p
∫
D

‖∇s‖pdx

 k−l
p

·

∫
D

‖∇y‖
pl

p−k+l−1dx


p−k+l−1

p

≤

(условие 1
p + p−k−l−1

p + k−l
p = 1 выполняется)

≤ F · (‖s‖W 1,p)k−l ·
(
‖y‖

W
1,

pl
p−k+l−1

)l
· ‖h‖W 1,p , (33)
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где F — некоторая константа. Далее, элементарно проверяется неравенство
pl

p−k+l−1 ≤ p, откуда следует неравенство для соответствующих соболевских норм:

‖y‖
W

1,
pl

p−k+l−1
≤ Skl · ‖y‖W 1,p , (34)

где Skl — постоянные. Отсюда получаем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−2∑
l=0

C lk ·Mk1 · F · (Skl)l · (‖y‖W 1,p)l · ‖h‖W 1,p · (‖s‖W 1,p)k−l. (35)

Поскольку

‖h‖W 1,p ≤ Ph‖h‖C∆
, ‖s‖W 1,p ≤ Pk1‖s‖C∆

,

то из (35) следует: ∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
k−2∑
l=0

C lk ·Mk1 · F · (Skl)l · (‖y‖W 1,p)l · Ph · P k−lk1 · ‖s‖
k−l−2
C∆

)
· ‖h‖C∆

· ‖s‖2C∆
=

= o(‖h‖C∆
· ‖s‖2C∆

). (36)

3) Аналогично пункту 2) доказательства теоремы о К-дифференцируемости оценим
интегралы от Ak−1,l (l = 0, k − 3):

|Ak−1,l| ≤ C lk−1 ·Mk0 · ‖(∇h)(∇y)l(∇s)k−l−1‖ ≤ C lk−1 ·Mk0 · ‖(∇h)‖‖∇y‖l‖∇s‖k−l−1,

откуда ∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−3∑
l=0

Ak−1,l

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−3∑
l=0

C lk−1 ·Mk0 ·
∫
D

‖(∇h)‖‖∇y‖l‖∇‖k−l−1dx. (37)

Применяя к интегралам справа в (37) неравенство Гельдера–Минковского, получа-
ем: ∣∣∣∣∣∣

∫
D

‖(∇h)‖‖∇y‖l‖∇s‖k−l−1dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

(‖∇h‖)pdx

 1
p
∫
D

‖∇s‖pdx

 k−l−1
p

·

·

∫
D

‖∇y‖
pl

p−k+ldx


p−k+l
p

≤ (‖s‖W 1,p)k−l−1 · (Sk−1,l)
l · (‖y‖W 1,p)l · ‖h‖W 1,p . (38)
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Отсюда:∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−3∑
l=0

Ak−1,l

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−3∑
l=0

C lk−1 ·Mk0 · (Sk−1,l)
l · (‖y‖W 1,p)l · ‖h‖W 1,p · (‖s‖W 1,p)k−l−1 .

(39)
Поскольку

‖h‖W 1,p ≤ Ph · ‖h‖C∆
, ‖s‖W 1,p ≤ Pk1 · ‖s‖C∆

,

то из (35) следует:
∣∣∣∣∫
D

(
k−3∑
l=0

Ak−1,l

)
dx

∣∣∣∣ ≤
≤

(
k−3∑
l=0

C lk−1 ·Mk0 · (Sk−1,l)
l · (‖y‖W 1,p)l · Ph · P k−l−1

k1 · ‖s‖k−l−3
C∆

)
· ‖h‖C∆

· ‖s‖2C∆
=

= o(‖h‖C∆
· ‖s‖2C∆

) . (40)

4) Оценку
∫
D

Vkdx проведем с помощью ε–процедуры уже применявшейся нами в

доказательстве теоремы о К-дифференцируемости, пункт 3. Итак, для всякого ε > 0

найдется такое δ = δ(ε) > 0 , что

(‖h‖C∆
< δ, ‖s‖C∆

< δ)⇒
(∣∣∣∣∣∣
∫
D

Vkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤Mk1 ·

∫
eδ

‖(h,∇h)‖ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇s‖dx+ ε ·
∫
eδ

‖(h,∇h)‖ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇s‖dx
)

где

D = eδ ∪ eδ,
∫
eδ

‖∇y‖pdx < ε
p
k . (41)

Применяем неравенство Гельдера–Минковского и учитывая, что ‖(h,∇h)‖p =

(|h|p + ‖∇h‖p)
1
p и ‖(s,∇s)‖p = (|s|p + ‖∇s‖p)

1
p , получаем:∣∣∣∣∣∣

∫
D

Vkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤Mk1 ·
(∫
eδ

(‖h‖p + ‖∇h‖p)dx
) 1
p ·
(∫
eδ

‖∇y‖pdx
) k−1

p ·
(∫
eδ

‖∇k1‖
p

p−k dx
) p−k

p
+

+ε ·

∫
eδ

(‖h‖p + ‖∇h‖p)dx

 1
p

·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k−1
p

·

∫
eδ

‖∇s‖
p

p−k dx


p−k
p

≤

≤Mk1 ·
(
ε
p
k

) k−1
p · ‖h‖W 1,p · ‖s‖

W
1,

p
p−k

+ ε · ‖y‖k−1
W 1,p · ‖s‖

W
1,

p
p−k
· ‖h‖W 1,p ≤

≤Mk1 · ε
k−1
p · Tk1 · ‖s‖W 1,p · ‖h‖W 1,p + ε · ‖y‖k−1

W 1,p · ‖h‖W 1,p · Tk1 · ‖s‖W 1,p ≤

≤ [Mk1 · ε
k−1
p ·Tk1 ·Ph ·Pk1] · (‖h‖C∆‖s‖C∆

) + [ε · ‖y‖k−1
W 1,p ·Tk1 ·Ph ·Pk1] · (‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
)
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= o(‖h‖C∆
· ‖s‖C∆

) ,

где Tk1 — константы связывающие соболевские нормы: ‖s‖
W

1,
p

p−k
≤ Tk1 · ‖s‖W 1,p .

5) Аналогично рассуждая, с помощью ε–процедуры получаем оценку
∫
D

Wkdx:

∣∣∣∣∣∣
∫
D

Wkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤Mk0 ·

∫
eδ

‖∇h‖
p

p−k+1dx


p−k+1
p

·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k−2
p

·

∫
eδ

‖∇s‖pdx

 1
p

+

+ε ·

∫
eδ

‖∇h‖
p

p−k+1dx


p−k+1
p

·

∫
eδ

‖∇y‖pdx

 k−2
p

·

∫
eδ

‖∇s‖pdx

 1
p

≤

≤ . . . ≤ [Mk0 ·F ·ε
k−2
p ·Ph ·Pk1]·(‖h‖C∆‖s‖C∆

)+[ε·F ·‖y‖k−2
W 1,p ·Ph ·Pk1]·(‖h‖C∆

·‖s‖C∆
) =

= o(‖h‖C∆
· ‖s‖C∆

),
где F — некоторая константа.
6) С помощью этой же процедуры проведем оценку

∫
D

Ekdx. Итак, для всякого ε > 0

найдется такое δ = δ(ε) > 0 , что

(‖h‖C∆
< δ)⇒

(∣∣∣∣∣∣
∫
D

[
rk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)(h,∇h)(∇y)k

]
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ µk ·

∫
eδ

‖∇y‖k · ‖(h,∇h)‖ · ‖(s,∇s)‖dx+ ε ·
∫
eδ

‖∇y‖k · ‖(h,∇h)‖ · ‖(s,∇s)‖dx
)
, (42)

где

D = eδ ∪ eδ,
∫
eδ

‖∇y‖pdx < ε
p
k , (43)

µk — некоторая постоянная. Применяя неравенство Гельдера–Минковского и учи-
тывая, что

‖(h,∇h)‖p = (|h|p + ‖∇h‖p)
1
p и ‖(s,∇s)‖p = (|s|p + ‖∇s‖p)

1
p ,

получаем: ∫
D

Ekdx ≤

≤ µk ·

∫
eδ

((‖h‖+ ‖∇h‖))dx

 1
p

·

∫
eδ

((‖s‖+ ‖∇s‖))dx

 1
p

·

∫
eδ

‖∇y‖
pk
p−2dx


p−2
p

+

+ε ·

∫
eδ

((‖h‖+ ‖∇h‖))dx

 1
p

·

∫
eδ

((‖s‖+ ‖∇s‖))dx

 1
p

·

∫
eδ

‖∇y‖
pk
p−2dx


p−2
p

≤
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≤ µk · ε · ‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p + ε · ‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p · ‖y‖kW 1,p ≤

≤
[
(µk + ‖y‖kW 1,p) · ε · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) = o(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) .

7) Аналогично получим оценку
∫
D

Hkdx:∣∣∣∣∣∣
∫
D

[
qk(x, y,∇y; s,∇s) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1

]
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ νk‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p · ε

k−1
k + ε · ‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p · Fk · ‖y‖k−1

W 1,p ≤

≤
[
(νk + Fk · ‖y‖k−1

W 1,p)ε · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) = o(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) .

8) Теперь проведем оценку интеграла от Fk. Докажем непрерывность билинейного
оператора ∫

D

Fkdx =

∫
D

[
H(Rk(x, y,∇y)) · (h,∇h) · (s,∇s)(∇y)k

]
dx.

Имеем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Fkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|Fk| dx ≤
∫
D

∣∣∣H(Rk(x, y,∇y)) · (h,∇h) · (s,∇s)(∇y)k
∣∣∣ dx ≤

≤
∫
D

‖H(Rk(x, y,∇y))‖ · ‖(h,∇h)‖ · ‖(s,∇s)‖ · ‖∇y‖kdx ≤

≤Mk2 ·
∫
D

‖(h,∇h)‖ · ‖(s,∇s)‖ · ‖∇y‖kdx ≤

(применим неравество Гельдера–Минковского)

≤Mk2 ·

∫
D

(‖h‖p + ‖∇h‖p)dx

 1
p

·

∫
D

(‖s‖p + ‖∇s‖p)dx

 1
p

·

∫
D

‖∇y‖
pk
p−2dx


p−2
p

≤

≤Mk2 · ‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p · ‖y‖k
W

1,
pk

p−k−2

≤Mk2 · ‖h‖W 1,p · ‖s‖W 1,p · ‖y‖kW 1,p ≤

≤
[
Mk2 · ‖y‖kW 1,p · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
).

Отсюда следует,что оператор
∫
D

Fkdx непрерывен. Аналогично рассуждая, дадим

оценку интегралов
∫
D

Skdx,
∫
D

Dkdx,
∫
D

Gkdx .

9) Оператор ∫
D

Skdx =

∫
D

∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1dx
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— билинейный. Имеем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Skdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|Sk| dx ≤
∫
D

∣∣∣∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1
∣∣∣ dx ≤

≤
∫
D

∥∥∥∇Rk(x, y,∇y)‖ · ‖(s,∇s)‖ · ‖∇h‖ · ‖∇y‖k−1
∣∣∣ dx ≤

≤Mk1 ·

∫
D

‖∇h‖pdx

 1
p

·

∫
D

(‖s‖p + ‖∇s‖p)dx

 1
p

·

∫
D

‖∇y‖
p(k−1)
p−2 dx


p−2
p

≤

≤
[
Mk1 · ‖y‖k−1

W 1,p · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) .

Отсюда следует, что билинейный оператор
∫
D

Skdx непрерывен.

10) Оператор ∫
D

Dkdx =

∫
D

∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k−1(∇k1)dx

также билинейный. Имеем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

‖∇Rk(x, y,∇y)‖ · ‖(h,∇h)‖‖∇y‖k−1‖∇s‖dx ≤

≤ . . . ≤
[
Mk1 · ‖y‖k−1

W 1,p · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) .

Отсюда следует, что билинейный оператор
∫
D

Dkdx непрерывен.

11) Оператор ∫
D

Gkdx =

∫
D

Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−2(∇k)dx

также билинейный. Имеем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Gkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

‖Rk(x, y,∇y)‖‖∇h‖‖∇y‖k−2‖∇s‖dx ≤

≤ . . . ≤
[
Mk0 · ‖y‖k−2

W 1,p · Ph · Pk1

]
(‖h‖C∆

· ‖s‖C∆
) .

Отсюда следует, что билинейный оператор
∫
D

Gkdx непрерывен.

12) В итоге получаем:

Φ′′K(y)(h, s) =

p∑
k=0

∫
D

∆kdx =

=

p∑
k=0

[∫
D

[
H(Rk(x, y,∇y)) · (h,∇h) · (s,∇s)(∇y)k

]
dx+
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+k ·
∫
D

∇Rk(x, y,∇y) · (s,∇s)(∇h)(∇y)k−1dx+

+k ·
∫
D

∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)(∇y)k−1(∇s)dx+

+k · (k − 1) ·
∫
D

Rk(x, y,∇y)(∇h)(∇y)k−2(∇s)dx
]

+ o(‖h‖C∆
‖s‖C∆

) (44)

Покажем, что данное равенство можно преобразовать к стандартному виду:

Φ′′K(y)(h, s) =

∫
D

[∂2f

∂y2
(x, y,∇y)(h, s)+

+
∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y)[(h,∇s) + (∇h, s)] +

∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h,∇s)

]
dx . (45)

Из K-псевдополиномиального представления

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)z
k

находим:
∂f

∂y
(x, y,∇y) =

p∑
k=0

∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · (∇y)k,

∂f

∂z
(x, y,∇y) =

p∑
k=0

∂Rk
∂z

(x, y,∇y) · (∇y)k + k ·Rk(x, y,∇y)(∇y)k−1,

∂2f

∂y2
(x, y,∇y)(h, s) =

p∑
k=0

∂2Rk
∂y2

(x, y,∇y) · (∇y)k(h, s),

∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h,∇s) =

=

p∑
k=0

[∂2Rk
∂z2

(x, y,∇y) · (∇y)k(∇h,∇s) + k
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s)+

+k
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s) + k(k − 1) ·Rk(x, y,∇y)(∇y)k−2(∇h,∇s)
]
,

∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y)(h,∇s) =

=

p∑
k=0

∂2Rk
∂y · ∂z

(x, y,∇y)(∇y)k(h,∇s) + k
∂Rk
∂y

(x, y,∇y)(∇y)k−1(h,∇s).

Отсюда находим гессиан:

H(f(x, y,∇y))(h,∇h)(k1,∇k1) =

=

[
∂2f

∂y2
(x, y,∇y)(h, s) +

∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y)[(h,∇s) + (∇h, s)] +

∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h,∇s)

]
=



Условия K-дифференцируемости и повторной K-дифференцируемости ... 59

=

p∑
k=0

[∂2Rk
∂y2

(x, y,∇y) · (∇y)k(h, s) +
∂2Rk
∂y · ∂z

(x, y,∇y) · (∇y)k(h,∇s)+

+k
∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · (∇y)k−1(h,∇s) +
∂2Rk
∂y · ∂z

(x, y,∇y) · (∇y)k(∇h, s)+

+k
∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · (∇y)k−1(∇h, s)+

+
∂2Rk
∂z2

(x, y,∇y) · (∇y)k(∇h,∇s) + k
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s)+

+k
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s) + k(k − 1) ·Rk(x, y,∇y)(∇y)k−2(∇h,∇s)
]

=

=

p∑
k=0

[∂2Rk
∂y2

(x, y,∇y) · (∇y)k(h, s) +
∂2Rk
∂y · ∂z

(x, y,∇y) · (∇y)k(h,∇s)+︸ ︷︷ ︸
Fk

+
∂2Rk
∂y · ∂z

(x, y,∇y) · (∇y)k(∇h, s) +
∂2Rk
∂z2

(x, y,∇y) · (∇y)k(∇h,∇s)
]

︸ ︷︷ ︸
Fk

+

+k

[
∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · (∇y)k−1(h,∇s) +
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s)
]

︸ ︷︷ ︸
Dk

+

+k

[
∂Rk
∂y

(x, y,∇y) · (∇y)k−1(∇h, s) +
∂Rk
∂z

(x, y,∇y)(∇y)k−1(∇h,∇s)
]

︸ ︷︷ ︸
Sk

+

+k · (k − 1)
[
Rk(x, y,∇y)(∇y)k−2(∇h,∇s)

]
︸ ︷︷ ︸

Gk

.

Теорема доказана.
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Умови K-диференцiйовностi та повторной K-диференцiйовностi
варiацiйних функционалiв в просторi Соболєва W 1,p функцiй ба-
гатьох змiнних.
Для iнтегрантiв f(x, y, z) варiацiйних функционалiв

∫
D f(x, y, y′)dx, що

дiють в просторi Соболєва W 1,p(D), p ≥ 1, над компактною областю
D ⊂ Rn, вводяться класи Вейєрштрасса W 1Kp(z) та W 2Kp(z), якi до-
слiджувалися ранiше у випадку простору Соболєва W 1,2 над вiдрiзком.
Визначено, що попадання iнтегранту до вiдповiдного класу Вейєрштрасса
гарантує компактну диференцiйовнiсть вiдповiдного порядку для варiа-
цiйних функционалiв.

Ключовi слова: варiацiйний функцiонал, простiр Соболєва, компактна диферен-
цiйовнiсть, класи Вейєрштрасса, домiнантна мiшана гладкiсть.

Conditions of compact differentiability and repeated compact
differentiability of variational functionals in Sobolev spaces W 1,p of
functions of several variables.
Weierstrass classes W 1Kp(z) and W 2Kp(z) which have been previously
researched for the occasion of Sobolev space W 1,2 over segment are introduced
for the integrands f(x, y, z) of variational functionals

∫
D f(x, y, y′)dx, acting

within of Sobolev space W 1,p(D), p ≥ 1 over the compact area D ⊂ Rn.
Belonging the integrant to the correspondent Weierstrass class is shown to
guarantee compact differentiability of correspondent order for the variational
functional.

Keywords: variational functional, Sobolev space, compact differentiability, Weierstrass
classes, dominating mixed smoothness.
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ДВОЙНОГО
ГИБРИДНОГО ВКБ-ГАЛЕРКИН РЕШЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С
ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В работе приведена аналитическая оценка двойного гибридного ВКБ-
Галеркин решения нелинейного дифференциального уравнения второго по-
рядка, возникающего в ряде задач математической физики. Доказан
асимптотический характер полученного гибридного решения.

Ключевые слова: нелинейное уравнение второго порядка, гибридное ВКБ-
Галеркин решение, асимптотичность приближенного решения.

Введение

Методы возмущений или асимптотические методы малого параметра для реше-
ния дифференциальных уравнений представляют собой один из наиболее мощных
способов современной прикладной математики. Они позволяют получать прибли-
женные аналитические представления решений достаточно сложных линейных и
нелинейных краевых задач, как для обыкновенных дифференциальных уравнений,
так и для уравнений в частных производных.

Как показано в работах у роботах [1],[2], одним из эффективных асимптотиче-
ских подходов является гибридный метод, идея которого состоит в применении
любого асимптотического метода (метода возмущений, ВКБ и других) и метода Га-
леркина. Использование гибридного асимптотико–численного метода на базе двой-
ного асимптотического разложения в нелинейных уравнениях является одним из
новых направлений исследования задач математической физики. Основная идея
этого подхода приведена в работе [3].
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Рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка с пе-
ременными коэффициентами общего вида:

ε2T ′′(x) + a(x, ε)T ′(x)− βb(x, ε)Q(T ) = 0, (1)

T (d)

dx
= D∗, T (f) = F ∗, (2)

где ε, β — малые параметры, a(x, ε), b(x, ε) — некоторые непрерывно дифференци-
руемые функции, причем a(x, ε) = O(ε2), b(x, ε) = O(ε2).

Функция Q(T ) может быть целой рациональной, при условии, что наивысший
показатель степени m ≥ 2 — целое число, или раскладываться в ряд Маклорена.

Для получения замкнутого аналитического решения уравнения (1) используется
метод двойного гибридного асимптотического разложения (см. [6]). Впервые ги-
бридный ВКБ-Галеркин метод был предложен Грищаком В.З. (см. [2]). На первом
этапе применения данного подхода, представляя функцию T (x) в виде ряда по сте-
пеням параметра β:

T (x, β) = T0(x) + βT1(x) + β2T2(x) + . . . , (3)

получаем следующую систему линейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка:

ε2T ′′0 + a(x)T ′0 = 0, (4)

ε2T ′′1 + a(x)T ′1 = b(r)Q(T0). (5)

1. Построение аналитического решения линейного
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами

Согласно [3] гибридное ВКБ–Галеркин решение уравнения (4) имеет вид:

TH0 (x) = C1
G1(x)

E(x)
+ C2

G2(x)

E(x)
, (6)

где

G1(x) = exp

 x∫
d

δ01g
1
2 (τ) dτ

 , G2(x) = exp

 x∫
d

δ02g
1
2 (τ) dτ

 , (7)

δ01,2 = G±
√

1

ε2
+G2, G =

g(d)− g(f)

4
f∫
d

√
g3(x) dx

,

E(x) = exp

 1

2ε2

x∫
d

a(τ) dτ

 .

Рассмотрим дифференциальное неоднородное уравнение второго порядка (5).
Построим гибридное ВКБ-Галеркин решение этого уравнения для случая, когда
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функция a(x) дифференцируема на отрезке [d, f ] и не обращается в нуль на этом
отрезке. Пусть на концах отрезка выполняются условия

T ′1(d) = 0, T1(f) = 0. (8)

Для получения решения неоднородного уравнения (5) используем метод вариа-
ции произвольных постоянных (см. аналогично [7]), т.е. решение T1(x) уравнения
(5) будем искать в виде:

TH1 (x) = k1(x)
G1(x)

E(x)
+ k2(x)

G2(x)

E(x)
. (9)

Тогда решение уравнения (5) принимает вид:

TH1 (x) = − G1(x)

ε2(δ02 − δ01)E(x)

 x∫
d

E(τ)b(τ)Q(T0)√
g(τ)G1(τ)

dτ + s1

+

+
G2(x)

ε2(δ02 − δ01)E(x)

 x∫
d

E(τ)b(τ)Q(T0)√
g(τ)G2(τ)

dτ + s2

 . (10)

Определив функции TH0 (x), TH1 (x) и подставив их в ряд (3), получим прибли-
женное аналитическое решение уравнения (1) в виде:

TH(x) = C1
G1(x)

E(x)
+ C2

G2(x)

E(x)
+

+ β

− G1(x)

ε2(δ02 − δ01)E(x)

 x∫
d

E(τ)b(τ)Q(T0)√
g(τ)G1(τ)

dτ + s1

+

+
G2(x)

ε2(δ02 − δ01)E(x)

 x∫
d

E(τ)b(τ)Q(T0)√
g(τ)G2(τ)

dτ + s2

 . (11)

2. Асимптотический характер гибридного ВКБ-Галеркин решения

Двойное гибридное решение уравнения (1) строится на базе комбинации метода
фазовых интегралов и метода Галеркина, поэтому можно ожидать, что при малых
значениях параметра решение имеет асимптотический характер.

Используя определение εr–асимптотического решения (см. [10], с. 291), докажем
асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения (6) уравнения (4) на отрезке
[d, f ] с краевыми условиями

T ′0(d) = D∗, T0(f) = F ∗. (12)

Теорема 1. Если существует единственное решение T0(x, ε) краевой задачи
(4),(12), а функция a(x) = a(x, ε) дифференцируема по x на отрезке [d, f ], не об-
ращается в нуль на этом отрезке и удовлетворяет условиям a(x, ε) = O(ε2),
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α 6
√
g(x) 6 β на [d, f ], а b(x) = b(x, ε) дифференцируема по x на отрезке

[d, f ] и b(x, ε) = O(ε2), тогда для любого x ∈ [d, f ] функция (6) является ε–
асимптотическим решением уравнения (4).

Доказательство. Вычисляя первую и вторую производные гибридного ВКБ-
Галеркин решения (6) и подставляя их в уравнение (4), получаем, что TH0 является
общим решением уравнения

ε2(TH0 )′′ +

(
a(x)− ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

))
(TH0 )−

− a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
TH0 = 0, (13)

Используя способ, основанный в [10], обозначим

D0 = T0 − TH0 (14)

и запишем уравнение (4) в виде

ε2T ′′0 +

(
a(x)− ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

))
T ′0 −

a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T0 =

= −ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T ′0 −

a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T0. (15)

Обозначим
F = −

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
. (16)

Находя разность уравнений (15) и (13), используя (16), получим уравнение, ко-
торому удовлетворяет функция D0:

ε2D′′0 + (a(x) + ε2F )D′0 +
a(x)

2
FD0 =

(
ε2T ′0 +

a(x)

2
T0

)
F. (17)

На концах отрезка [d, f ] функция D0 удовлетворяет краевым условиям

D′0(d) = 0, D0(f) = 0. (18)

Уравнение (17) можно рассматривать как неоднородное уравнение относитель-
но D0. Тогда, согласно [11], в случае, когда соответствующая линейная однород-
ная задача (17)–(18) имеет только тривиальное решение (это выполняется кроме

случая exp(2
√

1/ε2 +G2
f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2+G2)−a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√

1/ε2+G2)−a(f)/2ε2
= 1), интегральное

представление решения линейной неоднородной задачи (17)–(18) имеет единствен-
ное решение

D0 =

f∫
d

Gr(x, s)

(
ε2T ′0 +

a(s)

2
T0

)
F ds, (19)

где Gr(x, s) — функция Грина задачи (17)–(18).
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Функция Gr(x, s) определена при x ∈ [d, f ], s ∈ (d, f) и при каждом s ∈ (d, f)

обладает следующими свойствами:
1) при x 6= s функция Gr(x, s) удовлетворяет соответствующему линейному од-

нородному уравнению

ε2D′′0 + (a(x) + ε2F )D′0 +
a(x)

2
FD0 = 0; (20)

2) при x = d и x = f функция Gr(x, s) удовлетворяет краевым условиям (18);
3) при x = s функция Gr(x, s) непрерывна по x, а ее производная по x имеет

разрыв первого рода со скачком, равным 1/ε2, т.е.

Gr(s+ 0, s) = Gr(s− 0, s), Gr′x(s+ 0, s)−Gr′x(s− 0, s) = 1/ε2.

Чтобы найти функцию Грина задачи (17)–(18), нужно построить решение
D01(x) 6= 0 уравнения (17), удовлетворяющее только первому (x = d) условию (18),
и решение D02(x) 6= 0, удовлетворяющее второму краевому условию.

Обозначим два линейно независимых решения уравнения (13) TH1
0 и TH2

0 :

TH1
0 =

G1(x)

E(x)
=

1

E(x)
exp

(G+
√

1/ε2 +G2)

x∫
d

√
g(τ) dτ

 , (21)

TH2
0 =

G2(x)

E(x)
=

1

E(x)
exp

(G−
√

1/ε2 +G2)

x∫
d

√
g(τ) dτ

 . (22)

Тогда функции D01 и D02 могут быть определены как

D01 = TH1
0 − TH2

0 , (23)

D02 = TH1
0 −

− exp

2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx

√g(f)(G+
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√
g(f)(G−

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2

TH2
0 . (24)

Функцию Gr(x, s) будем искать в виде

Gr(x, s) =

{
ϕ(s)D01(x), d 6 x 6 s,

ψ(s)D02(x), s 6 x 6 f.

Функции ϕ(s) и ψ(s) выбираются так, чтобы выполнялись условия, накладыва-
емые на функцию Грина, т.е., чтобы{

ψ(s)D02(x) = ϕ(s)D01(x),

ψ(s)D′02
(x)− ϕ(s)D′01

(x) = 1/ε2.
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Отсюда

ϕ(s) =
D02(s)

ε2(D01(s)D′02
(s)−D′01

(s)D02(s))
,

ψ(s) =
D01(s)

ε2(D01(s)D′02
(s)−D′01

(s)D02(s))
.

Обозначив
P ∗ = D01(s)D′02

(s)−D′01
(s)D02(s),

e∗ = exp(2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2
6= 1,

и учитывая (23)–(24), получим

P ∗ = (TH1
0 − TH2

0 )
(

(TH1
0 )′ − e∗(TH2

0 )′
)
−
(

(TH1
0 )′ − (TH2

0 )′
)

(TH1
0 − e∗TH2

0 ) =

=
(
TH1

0 (TH2
0 )′ − (TH1

0 )′TH2
0

)
(1− e∗).

Учитывая (21)–(22), и то, что

(TH1
0 )′ = TH1

0

(
−a(x)

2ε2
+
√
g(x)

(
G+

√
1

ε2
+G2

))
,

(TH2
0 )′ = TH2

0

(
−a(x)

2ε2
+
√
g(x)

(
G−

√
1

ε2
+G2

))
,

имеем

P ∗ = −2

√
1

ε2
+G2

√
g(x)TH1

0 TH2
0 (1− e∗) =

= −2

√
1

ε2
+G2

√
g(x)(1− e∗) 1

E2(x)
exp

2G

x∫
d

√
g(t) dt

 .

Тогда функция Грина примет вид

Gr(x, s) =


D01(x)D02(s)

ε2P ∗
, d 6 x 6 s,

D01(s)D02(x)

ε2P ∗
, s 6 x 6 f.

Запишем решение задачи (17)–(18) с помощью функции Грина

D0 =

f∫
d

Gr(x, s)

(
ε2T ′0 +

a(s)

2
T0

)
F ds =

= −(TH1
0 (x)− TH2

0 (x))

x∫
d

(TH1
0 (s)− e∗TH2

0 (s))E2(s)
(
ε2T ′0 + a(s)

2 T0

)
F ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)−
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−(TH1
0 (x)− e∗TH2

0 (x))

f∫
x

(TH1
0 (s)− TH2

0 (s))e2(s)
(
ε2T ′0 + a(s)

2 T0

)
F ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) .
Сделаем некоторые оценки

|G1| 6 max{G1, G2} = L, |G2| 6 max{G1, G2} = L, (25)∣∣∣∣∣ F√
g(s)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2G+
g′(s)

2g(s)
√
g(s)

∣∣∣∣∣ 6 2|G|+ |g′(s)|
2 min |g3/2(s)|

= K, (26)

∣∣∣∣b(x, ε)ε2

∣∣∣∣ 6 B exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 > exp(2Gα(s− d)) > N, (27)

где

N =

{
1, α > 0,

exp(2Gα(f − d)), α < 0.
(28)

Учитывая (25)–(28), можно записать

|D0| 6
1

2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|

∣∣∣(TH1
0 (x)− TH2

0 (x)
)
·

·
x∫
d

(TH1
0 (s)− e∗TH2

0 (s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F√
g(s)

E2(s)

(
T ′0 +

a(s)

2ε2
T0

)
ds+

+(TH1
0 (x)− e∗TH2

0 (x))

f∫
x

(TH1
0 (s)− TH2

0 (s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F√
g(s)

E2(s)

(
T ′0 +

a(s)

2ε2
T0

)
ds | 6

6
(|G1|+ |G2|)(|G1|+ e∗|G2|)
2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|E2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f∫
d

F√
g(s)

E(s)(E(s)T0)′ ds

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6

6
L2ε

N
√

1 + ε2G2

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ K

E(r)

∣∣∣∣∣∣
f∫
d

(E(s)T0)′ ds

∣∣∣∣∣∣ .
Обозначив

C =
L2K

N

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ ,
получим

|D0| 6
Cε

E(x)
√

1 + ε2G2
|E(f)T0(f)− E(d)T0(d)| ,

или
|D0| 6

Cε√
1 + ε2G2

|T0(f)− T0(d)/E(f)|.
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Функция

µ(x) =
C√

1 + ε2G2
|T0(f)− T0(d)/E(f)|

ограничена при ε→ 0.
Таким образом, обозначив

M =
C√

1 + ε2G2
|T0(f)− T0(d)/E(f)|,

имеем оценку
|T0 − TH0 | 6 ε ·M, (29)

что и доказывает ε–асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения (6), (9)
уравнения (4).

Теорема доказана. �

Оценим точности аналитического решения линейного неоднородного дифферен-
циального уравнения второго порядка (5), что даст возможность оценить в целом
точность приближенного гибридного асимптотического решения задачи (1), полу-
ченного в работе [6].

Теорема 2. Если существует единственное решение T1(x, ε) краевой задачи
(5),(8), а функция a(x) = a(x, ε) дифференцируема по x на отрезке [d, f ], не об-
ращается в нуль на этом отрезке и удовлетворяет условиям a(x, ε) = O(ε2),
α 6

√
g(x) 6 β на [d, f ], а b(x) = b(x, ε) дифференцируема по x на отрезке [d, f ] и

b(x, ε) = O(ε2), тогда оценка отклонения гибридного ВКБ-Галеркин приближения
решения (9) от точного решения имеет вид:∣∣T1(x)− TH1 (x)

∣∣ 6 ε ·Q.
Доказательство. Подставляя первую и вторую производные гибридного ВКБ-
Галеркин решения (10) в уравнение (5), получаем, что TH1 является общим реше-
нием уравнения:

ε2(TH1 )′′ +

(
a(x)− ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

))
(TH1 )′−

− a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
TH1 = b(x)Q(TH0 ). (30)

Как и при доказательстве асимптотичности гибридного решения TH0 в теореме
1, обозначим

D1 = T1 − TH1 (31)

и запишем уравнение (5) в виде

ε2T ′′1 +

(
a(x)− ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

))
T ′1 −

a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T1 =
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= −ε2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T ′1 −

a(x)

2

(
g′(x)

2g(x)
+ 2
√
g(x)G

)
T1 + b(x)Q(T0). (32)

Находя разность уравнений (32) и (30), используя (31) и (16), получим уравнение,
которому удовлетворяет функция D1:

ε2D′′1 +(a(x)+ε2F )D′1 +
a(x)

2
FD1 =

(
ε2T ′1 +

a(x)

2
T1

)
F+b(x)(Q(T0)−Q(TH0 )). (33)

На концах отрезка [d, f ] функция D1 удовлетворяет краевым условиям

D1(d) = 0, D′1(f) = 0. (34)

Уравнение (33) будем рассматривать как неоднородное уравнение относитель-
но D1. Тогда интегральное представление решения линейной неоднородной зада-
чи (33)–(34) имеет единственное решение:

D1 =

f∫
d

G̃r(x, s)

((
ε2T ′1 +

a(s)

2
TY1

)
F + b(s)(Q(T0)−Q(TH0 )

)
ds, (35)

где G̃r(x, s) — функция Грина задачи (33)–(34).
Функция G̃r(x, s) определена при x ∈ [d, f ], s ∈ (d, f) и при каждом s ∈ (d, f)

обладает следующими свойствами:
1) при x 6= s функция G̃r(x, s) удовлетворяет соответствующему линейному од-

нородному уравнению

ε2D′′1 + (a(x) + ε2F )D′1 +
a(x)

2
FD1 = 0; (36)

2) при x = d и x = f функция G̃r(x, s) удовлетворяет краевым условиям (34);
3) при x = s функция G̃r(x, s) непрерывна по x, а ее производная по x имеет

разрыв первого рода со скачком, равным 1/ε2, т.е.

G̃r(s+ 0, s) = G̃r(s− 0, s), G̃r′x(s+ 0, s)− G̃r′x(s− 0, s) = 1/ε2.

Для нахождения функции Грина задачи (33)–(34), нужно построить решение
D11(x) 6= 0 уравнения (36), удовлетворяющее условию D11(d) = 0, и решение
D12(x) 6= 0, удовлетворяющее условию D′12

(f) = 0.
Обозначим два линейно независимых решения уравнения (30) TH1

1 и TH2
1 :

TH1
1 =

G1(x)

E(x)
=

1

E(x)
exp

(G+
√

1/ε2 +G2)

x∫
d

√
g(t) dt

 , (37)

TH2
1 =

G2(x)

E(x)
=

1

E(x)
exp

(G−
√

1/ε2 +G2)

x∫
d

√
g(t) dt

 . (38)
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Тогда функции D11 и D12 могут быть определены как

D11 = TH1
1 − TH2

1 , (39)

D12 = TH1
1 −

− exp

2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx

√g(f)(G+
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√
g(f)(G−

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2

TH2
1 . (40)

Функцию G̃r(x, s) будем искать в виде

G̃r(x, s) =

{
ϕ̃(s)D11(x), d 6 x 6 s,

ψ̃(s)D12(x), s 6 x 6 f.
(41)

Функции ϕ̃(s) и ψ̃(s) выбираются так, чтобы выполнялись условия, накладыва-
емые на функцию Грина, т.е., чтобы{

ψ̃(s)D12(x) = ϕ̃(s)D11(x),

ψ̃(s)D′12
(x)− ϕ̃(s)D′11

(x) = 1/ε2.
(42)

Отсюда

ϕ̃(s) =
D12(s)

ε2(D11(s)D′12
(s)−D′11

(s)D12(s))
, (43)

ψ̃(s) =
D11(s)

ε2(D11(s)D′12
(s)−D′11

(s)D12(s))
. (44)

Обозначив
P̃ ∗ = D11(s)D′12

(s)−D′11
(s)D12(s),

e∗ = exp(2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2
6= 1,

и учитывая (39)–(40), получим

P ∗ = (TH1
1 − TH2

1 )((TH1
1 )′ − e∗(TH2

1 )′)− ((TH1
1 )′ − ((TH2

1 )′)(TH1
1 − e∗TH2

1 ) =

= (TH1
1 (TH2

1 )′ − (TH1
1 )′TH2

1 )(1− e∗).
Учитывая (37)–(38), и то, что

(TH1
1 )′ = TH1

1

(
−a(x)

2ε2
+
√
g(x)

(
G+

√
1

ε2
+G2

))
,

(TH2
1 )′ = TH2

1

(
−a(x)

2ε2
+
√
g(x)

(
G−

√
1

ε2
+G2

))
,

имеем

P̃ ∗ = −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)TH1

1 TH2
1 (1− e∗) =
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= −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)(1− e∗) 1

E2(s)
exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 . (45)

Тогда функция Грина примет вид

G̃r(x, s) =


D11(x)D12(s)

ε2P̃ ∗
, d 6 x 6 s,

D11(s)D12(x)

ε2P̃ ∗
, s 6 x 6 f.

(46)

Запишем решение задачи (33)–(34) с помощью функции Грина

D1 =

f∫
d

G̃r(x, s)

((
ε2T ′1 +

a(s)

2
T1

)
F + b(s)(Q(T0)−Q(TH0 ))

)
ds =

= −(TH1
1 (x)− TH2

1 (x))·

·
x∫
d

(TH1
1 (s)− e∗TH2

1 (s))E2(s)
((
ε2T ′1 + a(s)

2 T1

)
F + b(s)(Q(T0)−Q(TH0 ))

)
ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) −

− (TH1
1 (x)− e∗TH2

1 (x))·

·
f∫
x

(TH1
1 (s)− TH2

1 (s))E2(s)
((
ε2T ′1 + a(s)

2 T1

)
F + b(s)(Q(T0)−Q(TH0 ))

)
ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) . (47)

Учитывая (25)–(28), можно записать

|D1| 6
1

2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|

∣∣∣(TH1
1 (x)− TH2

1 (x))·

·
x∫
d

(TH1
1 (s)− e∗TH2

1 (s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F (s)√
g(s)

E2(s)

((
T ′1 +

a(s)

2ε2
T1

)
+

b(s)

ε2F (s)
(Q(T0)−Q(TH0 ))

)
ds+

+(TH1
1 (x)− e∗TH2

1 (x))·

·
f∫
x

(TH1
1 (s)− TH2

1 (s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F (s)√
g(s)

E2(s)

((
T ′1 +

a(s)

2ε2
T1

)
+

b(s)

ε2F (s)
(Q(T0)−Q(TH0 ))

)
ds | 6

6
(|G1|+ |G2|)(|G1|+ e∗|G2|)
2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|E2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f∫
d

F (s)√
g(s)

E(s)
(

(E(s)T1)′ + E(s)b(s)
ε2F (s)

(Q(T0)−Q(TH0 ))
)
ds

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
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6
L2K

N
√

1/ε2 +G2

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣
 1

E(x)

∣∣∣∣∣∣
f∫
d

(E(s)T1)′ ds

∣∣∣∣∣∣+
B

E2(x)

∣∣∣∣∣∣
f∫
d

E2(s)

F (s)
(Q(T0)−Q(TH0 )) ds

∣∣∣∣∣∣
 .

Обозначив, как и ранее,

C =
L2K

N

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ ,
а также учитывая оценку (29), получим

|D1| 6
Cε

E(x)
√

1 + ε2G2

(
|E(f)T1(f)− E(d)T1(d)|

E(x)
+

+
BMε

E2(x)

∣∣∣∣∣∣
f∫
d

E2(s)

F (s)
((Q(T0)−Q(TH0 ))/(T0 = TH0 )) ds

∣∣∣∣∣∣
 ,

или, учитывая оценку

1

E2(x)

∣∣∣∣∣∣
f∫
d

E2(s)

F (s)
((Q(T0)−Q(TH0 ))/(T0 = TH0 )) ds

∣∣∣∣∣∣ 6 T,
|D1| 6

Cε√
1 + ε2G2

(|T1(f)− T1(d)/E(f)|+ εBMT ) .

Функция

µ̃(x) =
C√

1 + ε2G2
(|T1(f)− T1(d)/E(f)|+ εBMT )

ограничена при ε→ 0.
Таким образом, обозначив

Q =
C√

1 + ε2G2
(|T1(f)− T1(d)/E(f)|+ εBMT ) ,

имеем оценку
|T1 − TH1 | 6 ε ·Q, (48)

что и доказывает ε–асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения (9)– (8)
уравнения (5).

Теорема доказана. �

Оценки (29) и (48), полученные в теоремах 1 и 2, дают возможность оценить в
целом точность приближенного гибридного асимптотического решения (11) задачи
(1).

Действительно, так как
TH = TH0 + βTH1

и при этом доказано, что

|T0(x)− TH0 (x)| 6 ε ·M, |T1(x)− TH1 (x)| 6 ·Q,
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тогда TH(x) можем оценить следующим образом:

|T (x)− TH(x)| 6 ε · (M + βQ).

Это доказывает ε–асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения уравнения
(1).

Таким образом, доказано, что решение (10) имеет асимптотический характер, то
есть сделана оценка влияния параметров и коэффициентов на гибридное решение
(10) уравнения (1).

В заключение заметим, что рассматриваемое в работе уравнение (1) возникает
в задачах математической физики и описывает процессы теплообмена в конструк-
циях с переменной геометрией. Так, например, если положить в (1) a(x) = 1/x,
b(x) = −ε2, Q(T ) = eT , то уравнение (1) описывает процесс распространения тем-
пературы в цилиндре при ε = 1 и в сфере при ε =

√
2/2 (см. [4]). А также, при

определенных значениях переменных коэффициентах [5], данное уравнение описы-
вает сложный теплообмен излучением кольцевых ребер трапецеидального сечения.
Ребра различного сечения (трапеция, прямоугольник и треугольник) используются
в аэрокосмических установках. Гибридный подход к каждому конкретному случаю
был рассмотрен в работах [3], [6], а асимптотичность гибридного решения задачи
сложного теплообмена в кольцевых ребрах доказана в работах [8],[9].
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Аналiтичного оцiнка подвiйного гiбридного ВКБ–Гальоркiн розв’язку нелiнiйно-
го однорiдного диференцiального рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами

В роботi наведено аналiтичну оцiнку подвiйного гiбридного ВКБ-
Гальоркiн розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння другого поряд-
ку, що виникає у рядi задач математичної фiзики. ДОведено асимпто-
тичний характер отриманого гiбридного розв’язку. нелiнiйного диферен-
цiального рiвняння другого порядку, що описує математичну модель про-
цесу теплоперенесення.

Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння другого порядку, гiбридний ВКБ-Гальоркiн
розв’язок, асимптотичнiсть наближеного розв’язку.

An analytical estimate of the double hybrid VKB-Galerkin solution for the nonlinear
homogeneous differential equation with the variable coefficients

In this paper the analytical estimate of an double hybrid WKB-Galerkin
solution for the nonlinear second order differential equation, arising in
some mathematical physics problems, is presented. Asymptotic character of
corresponding hybrid solution is proved.

Keywords: second order nonlinear equation, hybrid WKB-Galerkin solution,
approximate solution’s asymptotic property.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ КОМПАКТОВ В
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Дается описание подходящих фундаментальных систем компактов в об-
щих интегральных пространствах Lp и пространствах Соболева Wn,p

функций одной переменной. Исследованы свойства шкал подпространств,
порожденных фундаментальными системами компактов.

Ключевые слова: фундаментальные системы компактов, критерий компактности,
компактные вложения, интегральные пространства, пространства Соболева, инте-
гральный модуль непрерывности, индуктивная шкала пространств, индуктивный
предел.

Введение

Начиная с классического критерия компактности Арцела - Асколи в простран-
стве непрерывных функций [1], в анализе уделялось много внимания получению
критериев компактности в различных функциональных пространствах. Одним из
наиболее известных является критерий М. Рисса в пространствах Lp (см. [2]), ко-
торый обобщался затем в различных направлениях (см., например, [3]).

Однако, в ряде экстремальных задач удобнее не применять индивидуальный кри-
терий компактности (или предкомпактности) множества, а описать подходящую, по
возможности минимальную, фундаментальную систему компактных множеств, ко-
торые поглощают все остальные компакты в данном пространстве.

Так, в работах Орлова И.В. [4, 5] было показано, что удобную фундаментальную
систему компактов в пространствах lp образуют компактные эллипсоиды. Эти ре-
зультаты были, в частности, применены к решению экстремальных вариационных
задач в пространстве Соболева H1[a; b] (см. [6]), а также к исследованию проблемы
Радона - Никодима для интеграла Бохнера (см. [7]).

Нашей задачей является описание подходящих фундаментальных систем ком-
пактов в общих интегральных пространствах Lp и пространствах Соболева Wn,p
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функций одной переменной на отрезке, которые по своим свойствам сходны с си-
стемами компактных эллипсоидов в lp.

С этой целью в работе введены так называемые ω-компакты, определяемые
с помощью интегрального модуля непрерывности в Lp[a; b] (соответственно, в
Wn,p[a; b]).

В первом разделе работы введено понятие ω-эллипсоида в Lp и рассмотрены ос-
новные свойства ω-эллипсоидов. Во втором разделе показано, что компактные ω-эл-
липсоиды (ω-компакты) образуют фундаментальную систему компактов, то есть
поглощают все остальные компакты в Lp. В разделах 3 и 4 показано, что подпро-
странства, порожденные ω-компактами, образуют σ-индуктивную шкалу банахо-
вых пространств с компактными вложениями, индуктивный предел которой совпа-
дает с исходным пространством, а также показана плотность вложений таких под-
пространств в исходное пространство и эквивалентность непрерывного и векторно-
го вложений. Наконец, предыдущие результаты перенесены на случай пространств
Соболева Wn,p.

1. ω-эллипсоиды в Lp[a; b] и их элементарные свойства.

Пусть Lp[a; b], (1 ≤ p <∞) — пространство абсолютно интегрируемых по Лебегу
в p -ой степени функций на [a; b] с нормой

‖x‖Lp =

 b∫
a

|x(t)|p dt


1
p

.

Зададим произвольную положительную функцию ε = ε(δ), 0 < δ ≤ b− a, убыва-
ющую при δ ↘ +0, и число R > 0.

Определение 1.1. Назовем ω-эллипсоидом в Lp[a; b] множество вида

ΩR
ε =

{
x ∈ Lp[a; b]

∣∣∣∣∣ ‖x‖Lp ≤ R ; sup
δ>0

ωpx(δ)

ε(δ)
≤ 1

}
,

где ωpx(δ) = sup
|h|≤δ

‖x(t+h)−x(t)‖Lp — интегральный модуль непрерывности в Lp[a; b]

(см. [8]).

Рассмотрим ряд свойств ω-эллипсоидов.

Предложение 1.1. Любой ω-эллипсоид — абсолютно выпуклое множество.

Доказательство. 1). Пусть x1, x2 ∈ ΩR
ε . Тогда

‖xi‖Lp ≤ R ; sup
δ>0

ωpxi(δ)

ε(δ)
≤ 1 (i = 1, 2).
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Отсюда при любом 0 ≤ λ ≤ 1 имеем:

a) ‖λx1 + (1− λ)x2‖Lp ≤ |λ| · ‖x1‖Lp + |1− λ| · ‖x2‖Lp ≤ λ ·R+ (1− λ) ·R = R;

b) sup
δ>0

ωpλx1+(1−λ)x2
(δ)

ε(δ)
=

= sup
δ>0

sup
|h|≤δ

‖λx1(t+ h) + (1− λ)x2(t+ h)− (λx1(t) + (1− λ)x2(t))‖Lp

ε(δ)
≤

≤ sup
δ>0

λ sup
|h|≤δ

‖x1(t+ h)− x1(t)‖Lp + (1− λ) sup
|h|≤δ

‖x2(t+ h)− x2(t)‖Lp

ε(δ)
≤

≤ λ sup
δ>0

ωpx1(δ)

ε(δ)
+ (1− λ) sup

δ>0

ωpx2(δ)

ε(δ)
≤ λ+ (1− λ) = 1.

Таким образом, λx1 + (1− λ)x2 ∈ ΩR
ε , то есть множество ΩR

ε выпукло.
2). Пусть x ∈ ΩR

ε . Тогда

a) ‖ − x‖Lp = ‖x‖Lp ≤ R; b) sup
δ>0

ωp−x(δ)

ε(δ)
= sup

δ>0

ωpx(δ)

ε(δ)
≤ 1.

Значит, (−x) ∈ ΩR
ε .

Таким образом, множество ΩR
ε выпукло и симметрично, то есть абсолютно вы-

пукло.

�

Предложение 1.2. Любой ω-эллипсоид — замкнутое множество.

Доказательство. Пусть {xn}∞n=1 — последовательность точек из ω-эллипсоида ΩR
ε ,

сходящаяся по норме Lp к некоторому x0 ∈ Lp[a; b]. Тогда

‖xn‖Lp ≤ R ; sup
δ>0

ωpxn(δ)

ε(δ)
≤ 1 (∀n ∈ N);

‖xn − x0‖Lp → 0 при n→∞.

Отсюда:

a) ‖x0‖Lp = ‖ lim
n→∞

xn‖Lp = lim
n→∞

‖xn‖Lp ≤ lim
n→∞

R = R;

b) sup
δ>0

ωpx0(δ)

ε(δ)
= sup

δ>0

sup
|h|≤δ

‖x0(t+ h)− x0(t)‖Lp

ε(δ)
=

= sup
δ>0

sup
|h|≤δ

‖x0(t+ h)− xn(t+ h) + xn(t+ h)− xn(t) + xn(t)− x0(t)‖Lp

ε(δ)
≤
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≤ sup
δ>0

sup
|h|≤δ

‖xn(t+ h)− x0(t+ h)‖Lp

ε(δ)
+ sup

δ>0

sup
|h|≤δ

‖xn(t+ h)− xn(t)‖Lp

ε(δ)
+

+ sup
δ>0

‖xn(t)− x0(t)‖Lp
ε(δ)

≤ 2 sup
δ>0

‖xn − x0‖Lp
ε(δ)

+ sup
δ>0

ωpxn(δ)

ε(δ)
. (1)

Зафиксируем η > 0, δ > 0 и подберем номер N = N(η, δ) такой, чтобы

(n > N)⇒ ‖xn − x0‖Lp < η · ε(δ). (2)

Из (1) и (2) следует при n > N :

sup
δ>0

ωpx0(δ)

ε(δ)
≤ 2 sup

δ>0

η · ε(δ)
ε(δ)

+ 1 ≤ 2η + 1. (3)

Отсюда, переходя к пределу справа в (3) при η → 0, получаем

sup
δ>0

ωpx0(δ)

ε(δ)
≤ 1 и, следовательно, x0 ∈ ΩR

ε .

Таким образом, ω-эллипсоид ΩR
ε замкнут.

�

Предложение 1.3. Для любого ω-эллипсоида ΩR
ε и любого λ > 0 верно:

λ · ΩR
ε = ΩλR

λ ε .

Доказательство. 1). Пусть x ∈ ΩR
ε , λ > 0. Тогда

a) ‖λx‖Lp = λ‖x‖Lp ≤ λR;

b) ωpλ x(δ) = sup
|h|≤δ

‖λx(t+ h)− λx(t)‖Lp = λ sup
|h|≤δ

‖x(t+ h)− x(t)‖Lp = λωpx(δ),

откуда

sup
δ>0

ωpλ x(δ)

λ ε(δ)
= sup

δ>0

λωpx(δ)

λ ε(δ)
= sup

δ>0

ωpx(δ)

ε(δ)
≤ 1.

Значит, λx ∈ ΩλR
λ ε и, следовательно, λ · ΩR

ε ⊂ ΩλR
λ ε .

2). Обратно, пусть x ∈ ΩλR
λ ε . Тогда

a)

∥∥∥∥ 1

λ
x

∥∥∥∥
Lp

=
1

λ
‖x‖Lp ≤

1

λ
λR = R;

b) ωp1
λ
x
(δ) = sup

|h|≤δ

∥∥∥∥ 1

λ
x(t+ h)− 1

λ
x(t)

∥∥∥∥
Lp

=
1

λ
ωpx(δ).

Отсюда

sup
δ>0

ωp1
λ
x
(δ)

ε(δ)
= sup

δ>0

ωpx(δ)

λ ε(δ)
≤ 1.

Следовательно, 1
λ x ∈ ΩR

ε , откуда
1
λ · Ω

λR
λ ε ⊂ ΩR

ε , т. е. ΩλR
λ ε ⊂ λ · ΩR

ε .



Фундаментальные системы компактов в интегральных пространствах 79

Таким образом, λ · ΩR
ε = ΩλR

λ ε .

�

Предложение 1.4. Для любых двух ω-эллипсоидов ΩR
ε1 и ΩR

ε2 верно:(
sup
δ>0

ε1(δ)

ε2(δ)
≤ 1

)
⇒
(
ΩR
ε1 ⊂ ΩR

ε2

)
. (4)

Если ε1(+0) = 0, то верно и обратное:(
ΩR
ε1 ⊂ ΩR

ε2

)
⇒
(

sup
δ>0

ε1(δ)

ε2(δ)
≤ 1

)
.

Доказательство. Пусть условие (4) выполнено, x ∈ ΩR
ε1 . Тогда

sup
δ>0

ωpx(δ)

ε2(δ)
= sup

δ>0

(
ωpx(δ)

ε1(δ)
· ε1(δ)

ε2(δ)

)
≤ sup

δ>0

ωpx(δ)

ε1(δ)
· sup
δ>0

ε1(δ)

ε2(δ)
≤ 1.

Отсюда x ∈ ΩR
ε2 и, следовательно, ΩR

ε1 ⊂ ΩR
ε2 .

Обратно, пусть ΩR
ε1 ⊂ ΩR

ε2 , ε1(+0) = 0. Допустим, что условие (4) не выполнено,
т. е.

sup
δ>0

ε1(δ)

ε2(δ)
> 1. (5)

Покажем, что найдется такая функция x ∈ ΩR
ε1 , для которой ωpx(δ) = ε1(δ).

Для простоты предположим, что p = 1, [a; b] = [0; 1], ε1 ∈ C1[0; 1]. Положим
x(t) = ε′1(1− t), 0 ≤ t ≤ 1. Тогда при h > 0 :

1∫
0

|x(t+ h)− x(t)|dt =

1∫
1−h

x(t)dt =

1∫
1−h

ε′1(1− t)dt = −
0∫
h

ε′1(u)du =

= ε1(h)− ε1(+0) = ε1(h). (6)

При h < 0 выкладка аналогична. Отсюда, переходя в (6) к супремуму по |h| ≤ δ,
получаем

ω1
x(δ) = ε1(δ). (7)

Из (5) и (7) следует:

sup
δ>0

ω1
x(δ)

ε2(δ)
> 1,

откуда x 6∈ ΩR
ε2 , что ведет к противоречию. К общему случаю (ε1 6∈ C1) легко

перейти, аппроксимируя ε1(δ) функциями класса C1.

�
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2. Компактные ω-эллипсоиды, как фундаментальная система
компактов в Lp[a; b].

Получим вначале критерий компактности ω-эллипсоида ΩR
ε , используя извест-

ный критерий М. Рисса [2] компактности в Lp[a; b], сформулированный в виде лем-
мы.

Лемма 2.1. Ограниченное замкнутое множество C ⊂ Lp[a, b] компактно тогда
и только тогда, когда

ωpx(δ)⇒ 0 при δ → +0 по x ∈ C.

Теорема 2.1. ω-эллипсоид ΩR
ε в Lp[a; b], 1 ≤ p < ∞ компактен тогда и только

тогда, когда ε(δ)↘ 0 при δ ↘ +0.

Доказательство. Пусть ΩR
ε компактен. Тогда, по лемме 2.1 ωpx(δ)→ 0 при δ → +0

равномерно по x ∈ ΩR
ε . Следовательно, по sup-критерию равномерной сходимости,

ε̃(δ) = sup
x∈ΩRε

ωpx(δ) ↘ 0 при δ ↘ +0. При этом из неравенства ωpx ≤ ε(δ) переходом

к супремуму по x ∈ ΩR
ε получаем ε̃(δ) ≤ ε(δ), откуда ΩR

ε̃ ⊂ ΩR
ε . С другой стороны,

для любого δ > 0 и любого x ∈ ΩR
ε получаем

ωpx(δ)

ε̃(δ)
≤ 1, откуда sup

δ>0

ωpx(δ)

ε̃(δ)
≤ 1.

Отсюда x ∈ ΩR
ε̃ , а значит, ΩR

ε ⊂ ΩR
ε̃ . Таким образом, ΩR

ε̃ = ΩR
ε , а т. к. ε̃(δ)↘ 0, то и

ε(δ)↘ 0 при δ ↘ +0.
Обратно, пусть ε(δ) ↘ 0 при δ ↘ +0. Эллипсоид ΩR

ε замкнут по предложению
1.2. При этом

∀x ∈ ΩR
ε ωpx(δ) ≤ ε(δ)↘ 0 при δ ↘ +0, откуда sup

x∈ΩRε

ωpx ≤ ε(δ).

Следовательно, по критерию М. Рисса (лемма 2.1), ΩR
ε компактен.

�

Определение 2.1. Назовем ω-компактом любой компактный ω-эллипсоид ΩR
ε в

Lp[a; b].

Как и в [5], под термином "фундаментальная система компактов" мы будем
понимать систему абсолютно выпуклых компактных множеств, поглощающих все
остальные компакты в данном пространстве. Покажем, что ω-компакты образуют
фундаментальную систему компактов в Lp[a; b].

Теорема 2.2. Замкнутое ограниченное множество C ⊂ Lp[a; b] компактно тогда
и только тогда, когда C содержится в некотором ω-компакте ΩR

ε .
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Доказательство. Пусть C содержится в некотором ω-компакте ΩR
ε . Тогда C — ком-

пакт, как замкнутое подмножество компакта.
Обратно, пусть C — компакт в Lp[a; b]. Тогда, по критерию М. Рисса, ωpx(δ)→ 0

при δ → +0 равномерно по x ∈ C. Пусть ε(δ) = sup
x∈C

ωpx(δ). Следовательно, ε(δ)→ 0

при δ → +0. Кроме того, т. к. C ограничено, то sup
x∈C
‖x‖ =: R <∞.

Рассмотрим эллипсоид ΩR
ε . Тогда он компактен, т. к. ε(δ) → 0 при δ → +0. При

этом C ⊂ ΩR
ε , т. к.

x ∈ C ⇒ ‖x‖ ≤ R, ωpx(δ) ≤ ε(δ)⇒ x ∈ ΩR
ε .

�

3. Разложение банаховых пространств в К-шкалу с компактными
вложениями.

В работе [7] было показано, что любое пространство Фреше является индуктив-
ным пределом шкалы банаховых подпространств, порожденных всеми абсолютно
выпуклыми компактами (К-шкалы). При этом индуктивную шкалу таких подпро-
странств можно рассматривать как шкалу с компактными (и даже с σ-компактны-
ми) вложениями. В данном разделе предложена более простая схема доказательства
этих фактов в случае, когда E — банахово пространство.

Пусть E — банахово пространство, C(E) — система всех абсолютно выпуклых
компактов в E.

Для каждого C ∈ C(E) обозначим EC = (spanC, ‖ · ‖C) — банахово пространство
с нормой ‖ · ‖C , порожденной множеством C.

Индуктивную шкалу банаховых пространств {EC}C∈C(E) обозначим
−→
E C , а ее ин-

дуктивный предел — E C , т. е.
−→
E C = {EC}C∈C(E) ; E C = lim−→

C∈C(E)

EC = lim−→
−→
E C .

Как показано в [5], для любого банахова пространства E верно: E C ∼= E.

Определение 3.1. Будем говорить, что банахово пространство E обладает свой-
ством компактной аппроксимации (E ∈ Kap), если ∀C ∈ C(E) ∃C ′ ∈ C(E) такой,
что имеет место компактное вложение EC ↪→↪→ EC ′ .

Теорема 3.1. Любое банахово пространство E обладает свойством компактной
аппроксимации (E ∈ Kap). Более того, положим

ϕ(x) =
x√
‖x‖

, x 6= 0; ϕ(0) = 0.

Тогда:
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(i) ∀C ∈ C(E) вложение EC ↪→↪→ ECϕ компактно, где Cϕ = co ϕ(C);
(ii)

(x ∈ C)⇒
(
‖x‖Cϕ ≤

√
‖x‖
)
. (8)

Доказательство. Функция ϕ(x) =
x√
‖x‖

непрерывна при x 6= 0. Проверим непре-

рывность при x = 0 :

‖ϕ(x)‖ =

∥∥∥∥∥ x√
‖x‖

∥∥∥∥∥ =
‖x‖√
‖x‖

=
√
‖x‖ → 0 = ϕ(0) при x→ 0.

Следовательно, ϕ(C) — компакт по теореме Вейерштрасса. Легко видеть при этом,
что ϕ(C), а значит, и co ϕ(C) — абсолютно выпуклое множество, вместе с C. По-
скольку Cϕ = co ϕ(C) — также компакт (см. [9]), то Cϕ ∈ C(E). Докажем, что
вложение EC в ECϕ компактно.

Пусть x̃ ∈ ∂ coC (∂ coC — выпуклая граница C). Тогда, при некотором λ ≥ 1√
‖x̃‖

,

верно λ x̃ ∈ ∂ coCϕ. Отсюда
‖x̃‖Cϕ ≤

√
‖x̃‖. (9)

Если же x ∈ C, x̃ = µx (при некотором µ ≥ 1), то подставляя x̃ = µx в (9),
получаем:

‖x̃‖Cϕ = ‖µx‖Cϕ = µ‖x‖Cϕ ≤
√
‖x̃‖ =

√
‖µx‖.

Отсюда

‖x‖Cϕ ≤
1

µ

√
‖µx‖ =

1
√
µ

√
‖x‖ ≤

√
‖x‖, (10)

т. е. (8) верно. Заметим также, что из (10) следует при µ ≥ 1:√
‖x‖ ≥

√
‖µx‖ ≥ µ

√
‖x‖.

Пусть {xk}∞k=1 ⊂ C. Тогда, существует подпоследовательность {xkn}, сходящаяся

к некоторому x0 ∈ C, т. е. xkn − x0
EC→ 0. При этом

xkn − x0 ∈ C − C = 2C, т. е.
xkn − x0

2
∈ C (∀n ∈ N).

Применяя (8) к x =
xkn − x0

2
, получаем:∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥
Cϕ

≤

√∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥, откуда ‖xkn − x0‖Cϕ ≤ 2

√∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥→ 0

при n → ∞, ввиду непрерывности ϕ. Таким образом, xkn − x0

ECϕ→ 0, т. е. C пред-
компактно в ECϕ и, следовательно, вложение EC в ECϕ компактно.

�
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Следствие 3.1. Для любого ω-компакта ΩR
ε ⊂ E = Lp[a; b] существует ω-ком-

пакт ΩR′
ε′ ⊂ E такой, что вложение EΩRε

↪→↪→ E
ΩR
′

ε′
компактно, т.е. индуктивная

шкала пространств
{
EΩRε

}
ΩRε ∈C(E)

— шкала с компактными вложениями.

Доказательство. По теореме 3.1 вложение EΩRε
↪→↪→ E(ΩRε )ϕ

=: ECϕ компактно. Так
как ω-компакты ΩR

ε образуют фундаментальную систему компактов, то Cϕ содер-
житься в некотором ω-компакте ΩR′

ε′ , а значит, вложение ECϕ ↪→ E
ΩR
′

ε′
непрерывно.

Следовательно, вложение EΩRε
↪→↪→ E

ΩR
′

ε′
компактно.

�

Доказанный результат можно усилить.

Определение 3.2. Будем говорить, что банахово пространство E обладает свой-
ством σ-компактной аппроксимации

(
E ∈ Kσ

ap

)
, если ∀ {Cn}∞n=1 ⊂ C(E) ∃C ∈ C(E)

такой, что все вложения ECn ↪→↪→ EC компактны (n ∈ N).

Далее нам потребуется следующее утверждение, доказанное в [7].

Лемма 3.1. Пусть E — пространство Фреше с определяющей системой полунорм
{‖ · ‖m}∞m=1. Если {Cn}∞n=1 ⊂ C(E) и ∀m ∈ N αn = o

(
1

diamm(Cn)

)
, то

C = co

( ∞⋃
n=1

αnCn

)
∈ C(E). (11)

В частности, если lim
n→∞

diamm(Cn) = 0 ∀m ∈ N (т.е. αn = 1 в (11)), то C ∈ C(E).

Теорема 3.2. Любое банахово пространство E обладает свойством σ-компактной
аппроксимации

(
E ∈ Kσ

ap

)
.

Доказательство. Пусть Cn ∈ C(E). Обозначим

rn = sup
x, y∈Cn

‖x− y‖ = diam(Cn) (rn <∞, n ∈ N).

Пусть αn =
1

n rn
. Тогда

αn
1
rn

=
1

n
→ 0, то есть αn = o

(
1

rn

)
при n→∞.

Положим

C = co

( ∞⋃
n=1

1

n rn
Cn

)
.
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Тогда C ∈ C(E) по лемме 3.1. Применяя следствие 3.1, найдем такое Cϕ ∈ C(E), что
вложение EC ↪→↪→ ECϕ компактно. Тем более, ∀n ∈ N

ECn = EαnCn ↪→ EC ↪→↪→ ECϕ .

Таким образом, шкала пространств
−→
E C — σ-индуктивная шкала с компактными

вложениями [7].

�

Следствие 3.2. Для любой последовательности ω-компактов {ΩRn
εn }

∞
n=1 ⊂ E =

= Lp[a; b] существует ω-компакт ΩR′
ε′ ⊂ E такой, что вложения E

ΩRnεn
↪→↪→ E

ΩR
′

ε′

компактны ∀n ∈ N.

Доказательство. По теореме 3.2, существует C ∈ C(E) такой, что вложения
E

ΩRnεn
↪→↪→ EC компактны ∀n ∈ N. Так как ω-компакты ΩR

ε образуют фундамен-

тальную систему компактов, то C содержится в некотором ω-компакте ΩR′
ε′ . Тогда,

вложение EC ↪→ E
ΩR
′

ε′
непрерывно. Следовательно, все вложения E

ΩRnεn
↪→↪→ E

ΩR
′

ε′
компактны.

Таким образом, шкала пространств {EΩRε
}ΩRε ∈C(E) — σ-индуктивная шкала с ком-

пактными вложениями.

�

4. Дополнительные свойства вложений в K-шкале интегральных
пространств и пространств Соболева.

Вначале отметим, что предложение 1.3 позволяет включать в фундаментальную
систему только ω-компакты ΩR

ε с фиксированным R = R0 > 0 (например, R0 = 1).
Далее, поскольку множество многочленов плотно в любом E = Lp[a; b], то мы до-
кажем, что вложение EΩ1

ε
↪→ E плотно, доказав следующее утверждение.

Теорема 4.1. Существует такой ω-компакт Ω1
ε0 , что множество всех много-

членов на [a; b] плотно в EΩ1
ε0
.

Доказательство. Пусть Pn(t) =
n∑
k=0

akt
k. Оценим модуль непрерывности многочле-

на Pn в Lp[a; b]:

ωpPn(δ) = sup
|h|≤δ

‖Pn(t+ h)− Pn(t)‖Lp = sup
|h|≤δ

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

ak(t+ h)k −
n∑
k=0

akt
k

∥∥∥∥∥
Lp

=

= sup
|h|≤δ

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ak

(
(t+ h)k − t k

)∥∥∥∥∥
Lp

= sup
|h|≤δ

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ak

k∑
m=1

Cm
k t k−mhm

∥∥∥∥∥
Lp

=
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= sup
|h|≤δ

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
m=1

ak C
m
k t k−mhm

∥∥∥∥∥
Lp

≤ sup
|h|≤δ

n∑
k=1

k∑
m=1

Cm
k |ak hm|‖t k−m‖Lp ≤

≤
n∑
k=1

ckδ
k ≤M · δ при некотором M > 0,

где ck (k = 1, n) — некоторые положительные константы.
Пусть ε0(δ) = M · δ. Тогда

sup
δ>0

ωpPn(δ)

ε0(δ)
≤ 1.

Следовательно, Pn ∈ EΩ1
ε0
.

�

Следствие 4.1. Для любого ω-компакта ΩR
ε при sup

δ>0

δ

ε0(δ)
< ∞ в E = Lp[a; b]

вложение EΩRε
↪→ E плотно. Тем более, если ΩR2

ε2 поглощает ΩR1
ε1 , то вложение

E
Ω
R1
ε1

↪→ E
Ω
R2
ε2

плотно.

Таким образом, К-шкалу {EΩRε
} можно рассматривать как шкалу с плотными

вложениями.
Следующая теорема доказывает эквивалентность векторного и непрерывного

вложений E
Ω
R1
ε1

в E
Ω
R2
ε2

.

Теорема 4.2. Для любых ω-компактов ΩR1
ε1 и ΩR2

ε2 в E = Lp[a; b] имеем:(
E

Ω
R1
ε1

⊂ E
Ω
R2
ε2

)
⇔
(
ΩR1
ε1 ⊂ λ · Ω

R2
ε2

)
при некотором λ > 0. Следовательно, векторное вложение и непрерывное вложе-
ние для пространств E

Ω
R1
ε1

и E
Ω
R2
ε2

эквивалентны.

Доказательство. В силу сделанного выше замечания, доказательство достаточно
провести для случая R1 = R2 = 1. Кроме всего, отметим, что условие Ω1

ε1 ⊂ λ · Ω
1
ε2

равносильно непрерывному вложению EΩ1
ε1
↪→ EΩ1

ε2
, из которого, очевидно, следу-

ет векторное вложение EΩ1
ε1
↪→ EΩ1

ε2
. Допустим теперь, что векторное вложение

EΩ1
ε1

в EΩ1
ε2

разрывно, т. е.

Ω1
ε1 6⊂ λΩ1

ε2 (∀λ > 0).

Следовательно,

∀λ > 0 ∃xλ ∈ Ω1
ε1 : xλ /∈ λΩ1

ε2 ⇔
xλ
λ

/∈ Ω1
ε2 .

Выберем последовательность λn →∞ (n→∞) и, соответственно,

xn := xλn ∈ Ω1
ε1 :

xn
λn

/∈ Ω1
ε2 .
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Так как {xn}∞n=1 содержится в ω-компакте Ω1
ε1 , то существует подпоследователь-

ность xnk
E→ x0 ∈ Ω1

ε1 при k →∞. При этом

xnk
λnk

/∈ Ω1
ε2 ⇒ sup

δ>0

ωpxnk
λnk

(δ)

ε2(δ)
> 1⇔ sup

δ>0

ωpxnk (δ)

ε2(δ)
> λnk (∀ k ∈ N). (12)

Отсюда:

ωpxnk
(δ) = sup

|h|≤δ
‖xnk(t+ h)− xnk(t)‖Lp =

= sup
|h|≤δ

‖xnk(t+ h)− x0(t+ h) + x0(t+ h)− x0(t) + x0(t)− xnk(t)‖Lp ≤

≤ sup
|h|≤δ

‖xnk(t+ h)− x0(t+ h)‖Lp + sup
|h|≤δ

‖x0(t+ h)− x0(t)‖Lp+

+ ‖xnk(t)− x0(t)‖Lp ≤ 2‖xnk − x0‖Lp + ωpx0
(δ).

Итак,
ωpxnk

(δ)− ωpx0
(δ) ≤ 2‖xnk − x0‖Lp .

Меняя местами xnk и x0 в предыдущей выкладке, получим:

ωpx0
(δ)− ωpxnk (δ) ≤ 2‖xnk − x0‖Lp ,

откуда
|ωpxnk (δ)− ωpx0

(δ)| ≤ 2‖xnk − x0‖Lp .
Следовательно,

‖xnk(t+ h)− x0(t)‖Lp → 0⇒ |ωpxnk (δ)− ωpx0
(δ)|⇒ 0

при k →∞ (равномерно по δ).
Переходя теперь в последнем неравенстве в (12) к пределу при k →∞, получаем:

sup
δ>0

ωpx0(δ)

ε2(δ)
=∞⇒ x0 /∈ EΩ1

ε2
,

что противоречит условию.
�

Очевидно, все предыдущие результаты работы остаются в силе для пространств
Lp ([a; b], Rs) , s ∈ N, векторнозначных функций. Теперь несложно перенести по-
лученные результаты на случай пространств Соболева векторнозначных функций
Wn,p ([a; b], Rm) , 1 ≤ p <∞, m ∈ N.

Теорема 4.3. Для любого пространства СоболеваWn,p ([a; b], Rm) в соответству-
ющем пространстве Lp

(
[a; b], Rm(n+1)

)
можно задать такую норму, эквивалент-

ную стандартной, в которой справедливо изометричное вложение

Wn,p ([a; b], Rm) ↪̃→Lp
(

[a; b], Rm(n+1)
)
.
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Доказательство. Рассмотрим пространство Соболева Wn,p ([a; b], Rm) , (n ∈ N0,

p ≥ 1, m ∈ N) со стандартной нормой:

‖x‖Wn,p =

 n∑
k=0

b∫
a

(
‖x(k)(t)‖

)p
dt


1
p

.

Поставим в соответствие каждому элементу x ∈Wn,p векторнозначную функцию
y : [a; b]→ Rm(n+1) вида y = (x, x′, x′′, . . . , x(n)). При этом y ∈ Lp

(
[a; b], Rm(n+1)

)
.

Зададим в Lp
(
[a; b], Rm(n+1)

)
следующую норму, эквивалентную стандартной:

‖y‖Lp =

 n∑
k=0

b∫
a

(
‖(ykm+1, . . . , y(k+1)m)‖

)p
dt


1
p

.

В этой норме, при соответствии x↔ y = (x, x′, x′′, . . . , x(n)) имеем:

‖x‖Wn,p = ‖y‖Lp ,

откуда следует изометричное вложение

Wn,p ([a; b], Rm) ↪̃→Lp
(

[a; b], Rm(n+1)
)
.

�

Поскольку все доказанные ранее результаты автоматически переносятся на за-
мкнутые подпространства пространств Lp, то из теоремы немедленно вытекает

Следствие 4.2. Все предыдущие результаты §§ 2−4 справедливы, с соответству-
ющими изменениями, для ω-эллипсоидов, ω-компактов и разложений в К-шкалы
пространств Соболева Wn,p ([a; b], Rm).

Автор выражает благодарность И.В. Орлову за постановку задачи и полезные
обсуждения.
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Фундаментальнi системи компактiв в iнтегральних просторах.
Дається опис вiдповiдних фундаментальних систем компактiв в загаль-
них iнтегральних просторах Lp i просторах Соболєва Wn,p функцiй однiєї
змiнної. Дослiджено властивостi шкал пiдпросторiв, породжених фунда-
ментальними системами компактiв.

Ключовi слова: фундаментальнi системи компактiв, критерiй компактностi, ком-
пактнi вкладення, iнтегральнi простори, простори Соболєва, iнтегральний модуль
неперервностi, iндуктивна шкала просторiв, iндуктивна границя.

Fundamental systems of compacta in integral spaces.
Description of appropriate fundamental systems of compacta in general integral
spaces Lp and Sobolev spaces Wn,p of functions of one variable is given.
The properties of scales of subspaces generated by the fundamental systems of
compacta were researched.

Keywords: fundamental systems of compacta, compactness criterion, compact
embeddings, integral spaces, Sobolev spaces, integral modulus of continuity, inductive
scale of spaces, inductive limit.
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В. М. Статкевич

АНАЛОГИ ФОРМУЛ КРАМЕРА ДЛЯ СИСТЕМЫ
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С НЕРЕГУЛЯРНЫМ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ
ОПЕРАТОРОМ

Предложена система линейных дифференциальных уравнений для функ-
ций на бесконечномерном гильбертовом пространстве, когда в качестве
операторных коэффициентов выступают многочлены от нерегулярного
эллиптического оператора (Lu)(x) = j(u′′(x)). Для такой системы дока-
заны аналоги формул Крамера.

Ключевые слова: бесконечномерное пространство, оператор Лапласа-Леви, не-
регулярный (существенно бесконечномерный) эллиптический оператор, формулы
Крамера.

Введение

Оператор Лапласа для функций бесконечномерного аргумента ввёл П. Леви [1].
Предложенный им оператор Лапласа-Леви имеет необычные свойства с точки зре-
ния конечномерной теории для оператора второго порядка– удовлетворяет правилу
Лейбница L(uv) = Lu · v + u · Lv и обращается в нуль на цилиндрических функци-
ях. Последнее дало основание Г.Е. Шилову, редактору перевода [1], назвать такой
оператор ”существенно бесконечномерным”. Различные версии оператора Лапласа-
Леви изучались Е.М. Полищуком, М.Н. Феллером, Г.Е. Шиловым, А.С. Немиров-
ским, И.Я. Дорфман, В.Я. Сикирявым (подробная библиография и современное
состояние теории изложено в [2]). Существенно бесконечномерный эллиптический
оператор (СБЭО), введённый Ю.В. Богданским [3] (см. также [4, 5]), обобщает опе-
ратор Лапласа-Леви и наследует его основные свойства. Другой подход к построе-
нию дифференциальных операторов в бесконечномерном пространстве, основанный
на представлении (Lu)(x) = trAu′′(x), где A – неотрицательный ядерный оператор,
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trA – его след, был предложен независимо Ю.Л. Далецким и Л. Гроссом (подроб-
ную библиографию см., например, в [6]).

Линейные уравнения порядка n с оператором Лапласа-Леви изучались в [7, 8],
с оператором квазидифференцирования (одним из обобщений оператора Лапласа-
Леви) – в [9, 10], с СБЭО – в [11]. В [11, теорема 1] для СБЭО и в данной работе
для нерегулярного эллиптического оператора (см. п. 2) доказана единственность
решений, а явные формулы решений совпадают: выясняется, что результат обу-
словлен функциональным классом и, как следствие, нильпотентностью полугруп-
пы, порождаемой оператором. В [7, 10] в иных функциональных классах доказано
существование фундаментальной системы решений, содержащей n элементов, по-
строен аналог вронскиана. Полученные в п. 2 результаты используются в п. 3, но
имеют также самостоятельное значение.

Системы (Luk)(x) = Φk(x, u1, . . . , un), k = 1, . . . , n с оператором Лапласа-Леви
исследовались в [8], с оператором квазидифференцирования – в [9], с СБЭО – в
[12]: получены условия существования и единственности решения, а для линейных
систем (Luk)(x) =

∑n
i=1 fik(x)ui(x) + ψk(x) (в [8] ψk ≡ 0) найдены явные формулы.

Предлагаемая в п. 3 настоящей работы система линейных уравнений с нерегуляр-
ным эллиптическим оператором рассматривается, по-видимому, впервые; аналогич-
ный результат с СБЭО был доложен автором на конференции ”КРОМШ-2011” [13].

1. Нерегулярные эллиптические операторы

Пусть H – бесконечномерное сепарабельное вещественное гильбертово простран-
ство; BC(H) – банахово (относительно операторной нормы) пространство самосо-
пряжённых ограниченных линейных операторов в H; BR = {x ∈ H | ‖x‖ 6 R} –
фиксированный шар радиуса R; J – конус неотрицательных линейных функциона-
лов на BC(H).

Пусть j ∈ J – ненулевой функционал, ядру которого принадлежат все операторы
конечного ранга. В работе [3] такой функционал предложено называть существенно
бесконечномерным, такие функционалы образуют конус J+ ⊂ J . Каждый функцио-
нал j ∈ J допускает разложение j = j1 +j2, где j1(C) = trAC, A – неотрицательный
ядерный оператор, j2 ∈ J+, причём такое разложение единственно (см., например,
[4, 5]).

Назовём множество D ⊂ BC(H) почти компактным, если любого ε > 0 существу-
ют компактное множество K ⊂ BC(H) и числа n ∈ N, d > 0 такие, что K + Qn,d
является ε-сетью для D (тут Qn,d ⊂ BC(H) – множество операторов, ранг которых
не превышает n, а норма не превышает d).
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Пусть Z – множество функций класса C2(H) по Фреше, носители которых лежат
в шаре BR, u′′ равномерно непрерывна на H, а множество {u′′(x) | x ∈ BR} явля-
ется почти компактным. X – замыкание Z по норме supx∈BR |u(x)| – вещественная
коммутативная банахова алгебра без единицы относительно поточечных операций.

Оператор L : X ⊃ Z 3 u(x) 7→ 1
2j(u

′′(x)) ∈ X является дифференциальным
оператором второго порядка. Если он представим в виде 1

2 trAu′′(x), то согласно [14]
назовём его регулярным эллиптическим, если же непредставим – нерегулярным.
Согласно [3] под СБЭО понимается оператор L в случае j ∈ J+, такой оператор
удовлетворяет правилу Лейбница.

Нерегулярный оператор L корректно определён и допускает замыкание L̄, по-
рождающее в X (C0)-полугруппу сжатий T (t) [4, 5]. Полугруппа нильпотентна
(∃t0 > 0 : T (t0) = 0), позитивна (∀u > 0, ∀t > 0 : T (t)u > 0), кроме того,
(u ∈ Z)⇒ (T (t)u ∈ Z). Для СБЭО результат усиливается – полугруппа приобрета-
ет свойство мультипликативности (∀u, v ∈ X, ∀t > 0 : T (t)(uv) = T (t)u · T (t)v).

2. Линейные уравнения высшего порядка

Пусть Q – произвольное множество; F(Q) – банахова алгебра всех вещественных
ограниченных функций на Q (относительно поточечных операций и sup-нормы); X
– замкнутая подалгебра в F(Q) (потому (u ∈ X)⇒ (|u| ∈ X)); S(s) – нильпотентная
(C0)-полугруппа в X (∃s0 > 0 : S(s0) = 0). Генератор полугруппы A = S′(0) опреде-
лён на плотном в X множестве D(A), более того, множество D(A∞) =

⋂∞
n=1D(An)

также плотно в X [15, теорема 2.3, с. 60].
В данном пункте рассматривается линейное уравнение порядка n

(Anu)(x) + a1(An−1u)(x) + . . .+ an−1(Au)(x) + anu(x) = f(x) (1)

с постоянными коэффициентами a1, . . . , an ∈ C, f ∈ X . Область определения u –
множество D(An), которое плотно в X , так как содержит D(A∞). Пусть многочлен
Pn(t) = tn + a1t

n−1 + . . . + an−1t + an имеет различные корни λ1, . . . , λk кратности
p1, . . . , pk соответственно.

Лемма 1. Пусть Pn(t) имеет единственный корень λ1 ∈ C. Тогда уравнение (1)
имеет и притом единственное решение u(x) = (−1)n

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1ssn−1(S(s)f)(x)ds.

Доказательство. Лемма доказывается индукцией по n.
База индукции n = 1. Уравнение (1) принимает вид Au − λ1u = f . Резольвента

Rλ1u =
∫ +∞

0 e−λ1sS(s)uds =
∫ s0

0 e−λ1sS(s)uds существует для всех λ1, потому u =

−
∫ s0

0 e−λ1sS(s)fds.
Шаг индукции Pn+1(t) = (t − λ1)n+1 = (t − λ1)Pn(t). Уравнение (1) записы-

вается следующим образом: (A − λ1)Pn(A)u = f , Pn(A)u = −
∫ s0

0 e−λ1τS(τ)fdτ ,
u = (−1)n

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1ssn−1S(s)

(
−
∫ s0

0 e−λ1τS(τ)fdτ
)
ds. Полугрупповое свойство S(s),



92 В. М. Статкевич

замена t = s + τ и изменение порядка интегрирования приводят к формуле

u = (−1)n+1

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1tS(t)fdt

t∫
0

sn−1ds, которая и доказывает лемму.

Теорема 1. Уравнение (1) имеет и притом единственное решение u(x) =

−
∫ s0

0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Pn(λ)(S(s)f)(x)ds, где Res обозначает вычет функции в точ-
ке.

Доказательство. Теорема доказывается индукцией по k.
Базу индукции k = 1 (единственный корень λ1 кратности n) до-

казывает лемма 1, поскольку вычет Resλ=λ1
e−λs

Pn(λ) = Resλ=λ1
e−λs

(λ−λ1)n =

1
(n−1)! limλ→λ1

dn−1

dλn−1

(
(λ− λ1)n e−λs

(λ−λ1)n

)
= (−1)n−1

(n−1)! e
−λ1ssn−1.

Шаг индукции. Рассмотрим новый многочлен G(t) = Pn(t)(t − λk+1)p.
Уравнение (1) принимает вид G(A)u = Pn(A)(A − λk+1I)pu = f , u =

−
∫ s0

0 Resλ=λk+1

e−λs

(λ−λk+1)pS(s)
(
−
∫ s0

0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λτ

Pn(λ)S(τ)fdτ
)
ds. Здесь и далее

I – единичный оператор. Поскольку все корни λ1, . . . , λk+1 различны, то можно вы-
брать охватывающие их контура Γ1, . . . ,Γk+1 попарно непересекающимися. Меняем
порядок интегрирования, делаем замену t = s+ τ :

u = − 1

4π2

s0∫
0

ds

s0−s∫
0

S(s+ τ)fdτ
k∑

m=1

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p

∮
Γm

e−z1s−z2τ

Pn(z2)
dz2 =

= − 1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt
k∑

m=1

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p

∮
Γm

dz2

Pn(z2)

t∫
0

e(z2−z1)s−z2tds =

=
1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt

∮
Γk+1

e−z1t

(z1 − λk+1)p
dz1

k∑
m=1

∮
Γm

dz2

(z1 − z2)Pn(z2)
−

− 1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt

k∑
m=1

∮
Γm

e−z2t

Pn(z2)
dz2

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p(z1 − z2)
= I1 − I2. (2)

Применив к функции w(z2) = 1
(z1−z2)Pn(z2) теорему о полной сумме вычетов, полу-

чим, что
∑k

m=1

∮
Γm

dz2
(z1−z2)Pn(z2) = 2πi

Pn(z1) , I1 = −
∫ s0

0 Resλ=λk+1

e−λt

G(λ)S(t)fdt. Внутрен-
ний интеграл I2 имеет вид

∮
Γk+1

dz1
(z1−λk+1)p(z1−z2) = 2πiResz1=λk+1

1
(z1−λk+1)p(z1−z2) =

2πi
(p−1)! limz1→λk+1

dp−1

dzp−1
1

(
(z1 − λk+1)p 1

(z1−λk+1)p(z1−z2)

)
= − 2πi

(z2−λk+1)p . Подстановка

этих результатов в формулу (2) доказывает теорему по индукции. Единственность
решения уравнения (1) следует из существования резольвенты оператора A.
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Следствие 1 (о непрерывной зависимости решения уравнения (1) от функции f).
Пусть u(x) = u(x, f), u0(x) = u0(x, f0) – решения уравнения (1) с функциями f , f0

соответственно. Тогда ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (‖f − f0‖ < δ)⇒ (‖u− u0‖ < ε).

Доказательство. Факт следует из того, что u − u0 = (−1)nRp1

λ1
. . . Rpkλk(f − f0),

‖u− u0‖ 6 ‖Rλ1‖p1 · . . . · ‖Rλk‖pk · ‖f − f0‖.

Следствие 2. Пусть a1, . . . , an ∈ R. Тогда решение уравнения (1) есть вещест-
венная функция.

Доказательство. Уравнение (1) запишем в виде (A−λ1I)p1 ·. . .·(A−λkI)pku = f . В
условиях следствия корни Pn(t) или вещественные, или комплексно-сопряжённые,
потому следствие достаточно доказать для уравнения (A− µI)(A− µ∗I)u = f , где
µ = α+βi, µ∗ = α−βi. А решение данного уравнения (согласно формуле Эйлера) –
u = −

∫ s0
0

(
limλ→µ

(
(λ− µ) e−λs

(λ−µ)(λ−µ∗)

)
+ limλ→µ∗

(
(λ− µ∗) e−λs

(λ−µ)(λ−µ∗)

))
S(s)fds =

1
β

∫ s0
0 e−αs sin(βs)S(s)fds. Заметим, что решение уравнения (1) в общем случае рас-

писывается с учётом формулы Эйлера подобным образом.

Следствие 3. Резольвентные множества операторов An и Pn(A) таковы:
ρ(An) = C, ρ(Pn(A)) = C.

Следствие 4. Оператор Pn(A) замкнут (см. [16, теорема 7, с. 642]).

Следствие 5. Rp1

λ1
. . . Rpkλkf = (−1)n−1

∫ s0
0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Pn(λ)S(s)fds.

Положим Q = H, X = X, A = L̄ (см. п. 1). Тогда результаты данного пунк-
та справедливы для уравнения (1) с нерегулярным эллиптическим оператором, в
частности, с СБЭО. Кроме того, возможно повысить гладкость решения:

Следствие 6 (о повышении гладкости решения). Для уравнения (1) с нерегуляр-
ным эллиптическим оператором из f ∈ Z следует u ∈ Z.

Доказательство. Согласно п. 1 в условиях следствия T (t)f ∈ Z, откуда u ∈ Z.

3. Система линейных уравнений с операторными коэффициентами
(многочленами от оператора A)

Рассмотрим систему линейных уравнений с операторными коэффициентами
(многочленами от оператора A, см. п. 2):

n∑
k=1

Pi,k(A)uk = fi (i = 1, . . . , n). (3)

Тут f1, . . . , fn ∈ X ; Pi,k(t) = tdi,k + ai,k1 tdi,k−1 + . . . + ai,kdi,k−1t + ai,kdi,k – многочлен

степени di,k > 0 с коэффициентами ai,k1 , . . . , ai,kdi,k ∈ R. Степень многочлена Pi,k бу-
дем также обозначать degPi,k. Оператор Pi,k(A) при di,k > 0 определён на плотном
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в X множестве D(Adi,k) и, в силу следствия 4, замкнут; при di,k = 0 он кратен
I и определён на всём X . Потому областью определения uk является множество
D(Ad̂k), где d̂k = max(d1,k, . . . , dn,k); при d̂k = 0 областью определения uk являет-
ся всё X . В дальнейшем будут приведены достаточные условия существования и
единственности решения системы (3).

Пусть многочлен Q(t) степени d > 0 с вещественными коэффициентами имеет
различные корни λ1, . . . , λk ∈ C. Оператор Q(A) : D(Ad) → X согласно п. 2 имеет
обратный (Q(A))−1 = −

∫ s0
0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Q(λ)S(s)ds : X → D(Ad), в силу след-
ствия 2 сумма в данной формуле вещественна. Соответствующий многочлену нуле-
вой степени оператор Q(A) = aI при a 6= 0 также имеет обратный (Q(A))−1 = 1

aI.
D(A∞) – собственное линейное многообразие (незамкнутое) операторов Q(A) и
(Q(A))−1, т.е. Q(A)(D(A∞)) ⊂ D(A∞), (Q(A))−1(D(A∞)) ⊂ D(A∞).

Пусть F = {Q1(t)
Q2(t)} – поле рациональных функций (оно является полем частных

кольца многочленов). Каждой функции Q1(t)
Q2(t) ∈ F сопоставим некий замкнутый

оператор φ(Q1(t)
Q2(t)). При этом для отображения φ должны выполняться условия: а)

φ(Q1(t)
Q2(t) + Q3(t)

Q4(t)) = φ(Q1(t)
Q2(t)) +φ(Q3(t)

Q4(t)); б) φ(Q1(t)
Q2(t) ·

Q3(t)
Q4(t)) = φ(Q1(t)

Q2(t)) ·φ(Q3(t)
Q4(t)), поскольку

функции Q1(t)
Q2(t) ,

Q3(t)
Q4(t) коммутируют, то и операторы φ(Q1(t)

Q2(t)), φ(Q3(t)
Q4(t)) должны комму-

тировать; в) φ(1) = I; г) φ((Q1(t)
Q2(t))−1) = (φ(Q1(t)

Q2(t)))−1. Проверку условий а)-г) необхо-
димо проводить с учётом областей определения замкнутых операторов. Тогда мож-
но считать, что φ(F) является полем замкнутых операторов, и применять аппарат
линейной алгебры.

Отображение φ : Q1(t)
Q2(t) 7→ (Q2(A))−1|D(A∞)Q1(A)|D(A∞) удовлетворяет услови-

ям а)-г), перечисленным выше, в частности, имеет место коммутация φ(Q1(t)
Q2(t)) и

φ(Q3(t)
Q4(t)). Операторы φ(Q1(t)

Q2(t)) записываются в явном виде согласно п. 2. Заметим,

что для отображений Q1(t)
Q2(t) 7→ (Q2(A))−1Q1(A) и Q1(t)

Q2(t) 7→ Q1(A)(Q2(A))−1 – бо-
лее простых и ”очевидных” – в условиях а)-б) возникают трудности, связанные
с областями определения соответствующих операторов. Действительно, оператор
(Q2(A))−1Q1(A) переводит D(Ad1) в D(Ad2), где d1 = degQ1 > 0, d2 = degQ2 > 0.
Оператор Q1(A)(Q2(A))−1 имеет бо́льшую область определения: при d1 = d2 он
переводит X в X ; при d1 > d2 – D(Ad1−d2) в X ; при d1 < d2 – X в D(Ad2−d1).

Положим P = (Pi,k(A)|D(A∞))
n
i,k=1. Пусть detP = det

∣∣Pi,k(A)|D(A∞)

∣∣n
i,k=1

=∑
σ(−1)l(σ)Pk1,1(A)|D(A∞) . . . Pkn,n(A)|D(A∞) – определитель матрицы P, где σ =(

1 ... n
k1 ... kn

)
– перестановка длины n, l(σ) – чётность перестановки σ. Нестандартной

индексации Pkm,m (вместо привычной Pm,km) объяснение будет дано далее. detP
является многочленом от оператора A степени deg detP не выше maxσ(dk1,1 + . . .+

dkn,n), все формулы классического определителя сохраняются. Если detP 6= 0 (т.е.
нулевому оператору), то матрица P имеет обратную P−1 = (detP)−1(P̃i,k)

T . Тут
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P̃i,k – алгебраическое дополнение элемента (i, k) матрицы P – многочлен от опе-
ратора A степени deg P̃i,k. Заметим, что необязательно deg detP > deg P̃i,k, может
выполняться и обратное неравенство, и равенство.

Предположим, что detP 6= 0 и выполнены условия f1, . . . , fn ∈ D(A∞). Тогда
существует P−1, ui =

∑n
k=1(P−1)i,kfk = (detP)−1

∑n
k=1 P̃k,ifk, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим сумму, стоящую в правой части последней формулы. Для системы
линейных алгебраических уравнений это результат раскрытия по i-му столбцу
определителя, полученного заменой i-го столбца на столбец правой части. Но,
если в определении detP, механически заменить Pi,n на fi, то соответствующие
слагаемые превратятся в элементы X ; замена же Pi,k на fi для k 6= n приведёт
к тому, что соответствующие слагаемые вообще не определены. Пусть dets P =

det
∣∣Pi,1(A)|D(A∞) . . . Pi,s−1(A)|D(A∞) fi Pi,s+1(A)|D(A∞) . . . Pi,n(A)|D(A∞)

∣∣n
i=1

=∑
σ(−1)l(σ)Pk1,1(A)|D(A∞) . . . Pks−1,s−1(A)|D(A∞)Pks+1,s+1(A)|D(A∞)Pkn,n(A)|D(A∞)fks ;

такой аналог определителя, в отличие от оператора detP, является элементом X .
Нестандартная индексация в определении detP теперь объясняется тем, что в
противном случае определение dets P пришлось бы чрезмерно усложнять.

Таким образом доказана теорема:

Теорема 2. Пусть detP 6= 0; f1, . . . , fn ∈ D(A∞). Тогда единственное решение сис-
темы (3) имеет вид ui = (detP)−1 deti P, i = 1, . . . , n. Эти формулы естественно
назвать аналогами формул Крамера.

Положив Q = H, X = X, A = L̄ (см. п. 1), получим аналоги формул Крамера
для системы (3) с нерегулярным эллиптическим оператором, в частности, с СБЭО.

Пример. Рассмотрим систему L̄u1 + u1 + u2 = f1, L̄2u1 + L̄u2 = f2 с нерегу-
лярным эллиптическим оператором. Сначала предположим, что f1, f2 ∈ D(L̄∞).

Здесь P =

(
(L̄+I)|D(L̄∞) I|D(L̄∞)

L̄2|D(L̄∞) L̄|D(L̄∞)

)
; оператор detP = det

∣∣∣ (L̄+I)|D(L̄∞) I|D(L̄∞)

L̄2|D(L̄∞) L̄|D(L̄∞)

∣∣∣ =

(L̄ + I)|D(L̄∞)L̄|D(L̄∞) − L̄2|D(L̄∞)I|D(L̄∞) = L̄|D(L̄∞) ненулевой. D(L̄∞) – собствен-
ное линейное многообразие соответствующих операторов, потому искомое реше-
ние u1 = (detP)−1 det

∣∣∣ f1 I|D(L̄∞)

f2 L̄|D(L̄∞)

∣∣∣ = L̄−1(L̄f1 − f2) = f1 +
∫ t0

0 T (t)f2dt, u2 =

(detP)−1 det
∣∣∣ (̄L+I)|D(L̄∞) f1

L̄2|D(L̄∞) f2

∣∣∣ = L̄−1(L̄f2 + f2− L̄2f1) = −L̄f1 + f2−
∫ t0

0 T (t)f2dt. Здесь

u1, u2 ∈ D(L̄∞).
Теперь откажемся от условий f1, f2 ∈ D(L̄∞). Область определения u1 – множе-

ство D(L̄2), u2 – D(L̄). Оператор L̄ замкнут, потому можно показать, что решение
находится по формулам, приведенным выше, при f1 ∈ D(L̄2), f2 ∈ D(L̄). Кроме
того, при дополнительных условиях L̄f1 ∈ Z, f2 ∈ Z решение имеет повышенную
гладкость u1, u2 ∈ Z.
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Выводы

В работе предложена система линейных уравнений с операторными коэффици-
ентами – многочленами от нерегулярного эллиптического оператора. Приведены
достаточные условия существования и единственности решения, а само решение
представлено в виде явных формул – аналогов формул Крамера. Также исследовано
линейное уравнение высшего порядка с нерегулярным эллиптическим оператором
для случая постоянных коэффициентов.

Автор благодарит Ю.В. Богданского за ценные замечания и внимание к работе.
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Аналоги формул Крамера для системи лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь з нерегулярним елiптичним оператором

Запропонована система лiнiйних диференцiальних рiвнянь для функцiй на
нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi, коли в якостi оператор-
них коефiцiєнтiв виступають многочлени вiд нерегулярного елiптичного
оператора (Lu)(x) = j(u′′(x)). Для такої системи доведенi аналоги фор-
мул Крамера.

Ключовi слова: нескiнченновимiрний простiр, оператор Лапласа-Левi, нерегуляр-
ний (суттєво нескiнченновимiрний) елiптичний оператор, формули Крамера.

Cramer’s rule analog for simultaneous linear differential equations with
nonregular elliptic operator

Simultaneous linear differential equations for functions on an infinite-di-
mensional Hilbert space with nonregular elliptic operator (Lu)(x) = j(u′′(x))

polynomial coefficients are proposed. Cramer’s rule for such simultaneous
equations is proved.

Keywords: infinite-dimensional space, Laplace-Levý operator, nonregular (essentially
infinite-dimensional) elliptic operator, Cramer’s rule.
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О дифференцируемости по верхнему пределу
неопределённого интеграла Петтиса

В данной работе исследуются две новые характеристики интегриру-
емых по Петтису отображений вещественного отрезка в простран-
ства Фреше: почти всюду слабая интегральная ограниченность и σ-ком-
пактная измеримость. Получено достаточное условие дифференцируемо-
сти неопределённых интегралов Петтиса в терминах почти всюду сла-
бой интегральной ограниченности, а также необходимое условие — в
терминах σ-компактной измеримости.

Ключевые слова: интеграл Петтиса, сильно измеримое отображение, простран-
ство Фреше, почти всюду слабая интегральная ограниченность, σ-компактная из-
меримость, компактная субдифференцируемость.

Введение

Существует множество аналогов классического интеграла Лебега для отображе-
ний в бесконечномерные пространства Фреше. Наиболее известным и широко упо-
требляемым является интеграл Бохнера, поскольку он сохраняет практически все
свойства интеграла Лебега [1, 2, 3]. Однако класс интегрируемых по Бохнеру отоб-
ражений не является достаточно широким для многих задачах функционального
анализа и его приложений [2, 3, 4].

В связи с этим наряду с интегралом Бохнера активно изучаются и используют-
ся другие понятия интеграла для отображений в бесконечномерные пространства
Фреше [2, 3, 4]. В частности, хорошо известна теория интеграла Петтиса [1] — [4],
которая активно развивается и в современных исследованиях [5] — [8].

Класс интегрируемых по Петтису отображений существенно шире класса отоб-
ражений, интегрируемых по Бохнеру. Но при этом интеграл Петтиса теряет мно-
жество существенных свойств интеграла Бохнера.
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Так, например, всякий неопределённый интеграл Бохнера F : I = [a; b]→ X

(X — пространство Фреше) F (x) = (B)
x∫
a
f(t)dt (a 6 x 6 b) сохраняет свойство

дифференцируемости почти всюду на [a; b]. Рассмотрим неопределённые интегралы
Петтиса, то есть отображения F : I = [a; b]→ X (X — пространство Фреше) вида

F (x) = (P )

x∫
a

f(t)dt, a 6 x 6 b, (1)

причём f предполагается сильно измеримым, а также интегрируемым по Петтису
на любом измеримом подмножестве e ⊂ I. Как показано в ([9], замечание к теоре-
ме 1), для произвольного бесконечномерного банахова пространства X существует
такое сильно измеримое и интегрируемое по Петтису отображение f : I → X, что

lim
h→0

∥∥∥∥∥∥1

h
(P )

x+h∫
x

f(t)dt

∥∥∥∥∥∥ =∞ (∀t ∈ I).

откуда вытекает отсутствие дифференцируемости отображения F из (1) всюду на
I. Это означает, что естественной и актуальной является задача поиска условий,
при которых F из (1) будет дифференцируемым почти всюду на I.

С этой целью в первых двух пунктах настоящей работы мы вводим две новые ха-
рактеристики интегрируемых по Петтису отображений — почти всюду слабую ин-
тегральную ограниченность (Bw

int) и σ-компактную измеримость (Cσmes). На базе
предложенных понятий в пункте 3 нами получено достаточное условие дифферен-
цируемости отображений из (1) в терминах почти всюду слабой интегральной огра-
ниченности (теорема 1), а также необходимое условие — в терминах σ-компактной
измеримости (теорема 3).

Будем обозначать черезmes классическую меру Лебега на вещественной прямой,
Σ — набор измеримых по Лебегу подмножеств R; X∗ — пространство линейных
непрерывных функционалов над X, а через L(X;Y ) — линейных ограниченных
операторов, действующих из банахова пространства X в банахово пространство Y .

1. Интегральная ограниченность интегрируемых по Петтису
отображений

В данном пункте мы вводим одно новое свойство интегрируемых по Петтису
отображений — почти всюду слабую интегральную ограниченность.

Определение 1. Будем называть отображение f : I = [a; b] → X из (1) слабо
интегрально ограниченным в точке x ∈ I (f ∈ Bw

int(x)), если для любой системы
интервалов In = (αn;βn), стягивающихся к x при n→∞

lim
n→∞

F (In
⋂
En)

mes(In)
= 0, где F имеет вид (1), (2)
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где {En}∞n=1 — произвольная система измеримых множеств, для которой

lim
n→∞

mes(In
⋂
En)

mes(In)
= 0. (3)

Если A ⊂ I и f ∈ Bw
int(x) для почти всех x ∈ A, то будем называть отображение f

почти всюду слабо интегрально ограниченным на A. Примем обозначение:
f ∈ Bw

int(A).

Непосредственно проверяются простейшие свойства класса Bw
int(I).

Предложение 1. (i) Класс Bw
int(A) является линейным;

(ii) f ∈ Bw
int(A) ⇐⇒ f ∈ Bw

int(C) ∀C ⊂ A;
(iii) Пусть f : I → X f ∈ Bw

int(I), A ∈ L(X;Y ). Тогда отображение
Af : I → X принадлежит классу Bw

int(I).

Доказательство. Данное утверждение легко вытекает из соответствующих свойств
интеграла Петтиса (см., например [1], стр. 91 – 92). Отметим лишь, что утверждение
(ii) справедливо в силу предположения об интегрируемости по Петтису всякого
отображения f из (1) на произвольном измеримом подмножестве A ⊂ I. �

Проверим два достаточных условия интегральной ограниченности. Будем гово-
рить, что f локально ограничено в точке x ∈ I, т.е.

sup
A: mes(A)=0

‖f((α;β)\A)‖ = ess sup ‖f((α;β))‖ = C <∞ для нек. (α;β) ⊃ x. (4)

Предложение 2. (i) если f локально ограничено в т. x ∈ I, то f ∈ Bw
int(x);

(ii) если f локально ограничено ∀ x ∈ A ⊂ I, то f ∈ Bw
int(A).

Доказательство. Пусть {En}∞n=1 — произвольная система измеримых множеств,
удовлетворяющих (3). В силу (4) имеем

∥∥∥∥F (In
⋂
En)

mes(In)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
(P )

∫
In

⋂
En

f(t)dt

mes(In)

∥∥∥∥∥∥∥ 6 C ·
mes(In

⋂
En)

mes(In)
−→ 0 при n→∞,

откуда и вытекают доказываемые утверждения. �

Предложение 3. Пусть X — банахово пространство. Тогда всякое интегри-
руемое по Бохнеру отображение f : I = [a; b] → X удовлетворяет условию
f ∈ Bw

int(I).

Доказательство. Рассмотрим отображение F : I = [a; b]→ X:

F (x) = (B)

x∫
a

f(t)dt, a 6 x 6 b.
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Пусть x — точка Лебега отображения F . Тогда по следствию 2 из теоремы 3.8.5
[1], для произвольной системы интервалов In = (αn;βn), стягивающихся к x при
n→∞ верно

lim
n→∞

1

mes(In)
·
∫
In

‖f(t)− f(x)‖dt = 0,

откуда вытекает, что для произвольной системы измеримых множеств {En}∞n=1,
удовлетворяющих (3), верно (2). Действительно,

lim
n→∞

∥∥∥∥F (In
⋂
En)

mes(In)

∥∥∥∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥F (In
⋂
En)

mes(In)
− f(x) · mes(In

⋂
En)

mes(In)

∥∥∥∥ 6
6 lim

n→∞

∥∥∥∥∥∥∥
1

mes(In)
·
∫

In
⋂
En

(f(t)− f(x)) dt

∥∥∥∥∥∥∥ 6 lim
n→∞

1

mes(In)
·
∫

In
⋂
En

‖f(t)− f(x)‖dt 6

6 lim
n→∞

1

mes(In)
·
∫
In

‖f(t)− f(x)‖dt = lim
n→∞

1

mes(In)
·
∫
In

‖f(t)− f(x)‖dt = 0.

Остаётся лишь заметить то, что почти все точки I являются точками Лебега инте-
грируемого по Бохнеру отображения f (см. [1], теорема 3.8.5). �

Замечание 3. Из доказательства предыдущего утверждения следует, что если x
— точка Лебега интегрируемого по Бохнеру отображения f , то f ∈ Bw

int(x). Об-
ратное утверждение, вообще говоря, неверно. В качестве примера можно привести
функцию F : [−1; 1]→ R

F (x) =

x∫
−1

sign(t)dt, −1 6 x 6 1, (5)

где интеграл понимается в смысле Лебега (для вещественных функций интеграл
Бохнера совпадает с интегралом Лебега), а sign(x) = 1 при x > 0, sign(x) = −1 при
x < 0, sign(x) = 0 при x = 0.

Легко проверить, что x = 0 не является точкой Лебега отображения (5). Тем не
менее, согласно предложению 2 f ∈ Bw

int(0) ввиду ограниченности f .

Замечание 4. Отметим, что отображения f ∈ Bw
int(I) могут быть не интегрируе-

мыми по Бохнеру. Это подтверждает пример 1 ниже.

Замечание 5. Неопределённый интеграл Петтиса отображения f ∈ Bw
int(I) может

быть нигде не дифференцируемым на I, если f не является сильно измеримым. В
качестве примера рассмотрим отображение f : I = [0; 1] → L∞[0; 1]: f(t) = χ[t;1](·).
В [5] (см. пример после теоремы 3.4, а также теорему 4.4) показано, что f инте-

грируемо по Петтису, причём
(

(P )
∫
A

f(t)dt

)
(x) = mes (A

⋂
[0;x]) ∀x ∈ I, ∀A ∈ Σ,
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откуда вытекает f ∈ Bw
int(I) (множества In и En удовлетворяют (3), x ∈ [0; 1]):

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥
(P )

∫
In

⋂
En

f(t)dt

mes(In)

∥∥∥∥∥∥∥ = lim
n→∞

ess sup

∣∣∣∣mes(In⋂En⋂[0;x])

mes(In)

∣∣∣∣ 6 lim
n→∞

mes(In
⋂
En)

mes(In)
= 0.

При этом, в ([5], пример после теоремы 3.4) доказано, что неопределённый инте-
грал Петтиса отображения f нигде не имеет обычной производной.

2. σ-компактная измеримость интегрируемых по Петтису
отображений

Введём ещё одно новое свойство интегрируемых по Петтису отображений —
σ-компактную измеримость.

Определение 2. Будем говорить, что отображение f : I = [a; b]→ X из (1)
σ-компактно измеримо (f ∈ Cσmes(I)), если существует такое разбиение I на
измеримые по Лебегу подмножества {eN}∞N=0, что

f(eN ) ⊂ UN , UN — компакт в E ∀N ∈ N (6)

где I =
∞⋃
N=0

eN , mes(e0) = 0, eN1 ⊆ eN2 ∀N1, N2 ∈ N.

Непосредственно проверяются простейшие свойства класса Cσmes(I).

Предложение 4. (i) Класс Cσmes(I) является линейным;
(ii) f ∈ Cσmes(I) ⇐⇒ f ∈ Cσmes(I ′) ∀I ′ ⊂ I;
(iii) Пусть f : I → X, f ∈ Cσmes(I), A ∈ L(X;Y ). Тогда отображение

Af : I → X принадлежит классу Cσmes(I).

Предложение 5. Всякое интегрируемое по Бохнеру отображение f : I = [a; b]→
→ X удовлетворяет условию f ∈ Cσmes(I).

Доказательство. По теореме 2 из [10], для всякого интегрируемого по Бохнеру
отображения f : I → E существует такой абсолютно выпуклый компакт C ⊂ E, что∫
I

‖f(t)‖Cdt <∞, где ‖ · ‖C — функционал Минковского, порождённый множеством

C. Если положить

eN := {t ∈ [a; b] | ‖f(t)‖C 6 N}, UN = N · C ∀N ∈ N

то f будет удовлетворять условию (6). �

Возникает естественный вопрос: не является ли всякое интегрируемое по Петтису
отображение f : I → X, удовлетворяющее условию f ∈ Cσmes(I), интегрируемым по
Бохнера? На этот вопрос можно дать отрицательный ответ даже в случае гильбер-
това пространства X. В качестве примера мы рассмотрим следующее отображение
из работы ([11], пример 2.1).
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Пример 1. Пусть X = `2 — вещественное сепарабельное бесконечномерное гиль-
бертово пространство, {xn}∞n=1 — ортонормированный базис в E. Рассмотрим отоб-
ражение F : [0; 1]→ X:

F (0) = 0 ; F ( n
n+1) =

n∑
k=1

xk
k (n ∈ N) ; F (1) =

∞∑
k=1

xk
k ;

F линейно на сегментах
[
n−1
n ; n

n+1

]
(n ∈ N) .

1). Ясно, что F дифференцируемо п.в. на I. Покажем, что оно слабо абсолютно
непрерывно. Для этого рассмотрим произвольный функционал ` ∈ `∗2 ∼= `2, а также
функцию f = `[F ], f : [0; 1]→ R. Поскольку ` ∈ `2, то ∃ α = (α1, α2, ...) ∈ `2:

`(β) =
∞∑
k=1

αkβk ∀ β = (β1, β2, ...) ∈ `2

Нужно показать, что ∀ε > 0 ∃δ > 0 :(
∀N ∈ N, mes

(
N⋃
k=1

[ak; bk]

)
< δ

)
=⇒

N∑
k=1

| f(bk)− f(ak) |< ε. (7)

Заметим, что f(1) =
∞∑
k=1

αk
k . Этот ряд сходится, так как

n∑
k=1

∣∣∣αk
k

∣∣∣ 6
√√√√ n∑

k=1

|αk|2 ·

√√√√ n∑
k=1

1

k2
<∞

по неравенству Коши-Буняковского.

Выберем такое N0 ∈ N, что
∞∑

k=N0+1

αk
k < ε

2 . Тогда ∀
m⋃
k=1

[ak; bk] ⊆
[

N0
N0+1 ; 1

]
спра-

ведливо неравенство
m∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| <
ε

2
. (8)

Отрезок же
[
0; N0

N0+1

]
разбивается на N0 отрезков, на каждом из которых функ-

ция f линейна. Следовательно, f абсолютно непрерывна на [0; N0
N0+1 ], т.е. ∃ δ > 0:

∀
m⋃
k=1

[ak; bk] ⊆
[
0; N0

N0+1

]
,

mes

(
m⋃
k=1

[ak; bk]

)
< δ ⇒

m∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| <
ε

2
. (9)

Из неравенств (8) и (9) вытекает неравенство (7).
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2). Итак, отображение F слабо абсолютно непрерывно и почти всюду дифферен-
цируемо. Следовательно, F — неопределённый интеграл Петтиса. Действительно,

`(F (x)−F (0)) = `(F (x))−`(F (0)) =

 x∫
0

(`(F (t)))′dt

 =

x∫
0

`(F ′(t))dt ∀x ∈ [0; 1] ∀` ∈ X∗,

откуда и вытекает, что F (x) = F (0) + (P )
x∫
0

F ′(t)dt ∀x ∈ [0; 1].

Если положить eN := [0; N
N+1 ], то F ′ будет удовлетворять условию (6) c компак-

тами UN :=
N⋃
n=1
{xnn }, т.е. F

′ ∈ Cσmes(I). Однако, как показано в ([11], пример 2.1), F

не имеет сильной ограниченной вариации и поэтому не является неопределённым
интегралом Бохнера.

3) Отметим также, что по предложению 2, F ′ ∈ Bw
int(I), так как F ′ непрерывно

(и, следовательно, локально огранично) п.в. на I в силу кусочной линейности F .

3. Дифференцируемость неопределённого интеграла Петтиса для
отображений в пространства Фреше

В данном пункте работы мы докажем основные результаты работы — условия
дифференцируемости почти всюду сильного интеграла Петтиса отображений в про-
странства Фреше (1):

F (x) = (P )

x∫
a

f(t)dt, a 6 x 6 b (10)

в терминах предложенных в первых двух пунктах характеристик. Если интеграль-
ная ограниченность f приводит к достаточному условию дифференцируемости
неопределённого интеграла Петтиса по верхнему пределу (теорема 1), то
σ-компактная измеримость приводит к необходимому условию (теорема 3).

В доказательстве теоремы 1 существенно используется нами ранее понятие ком-
пактного субдифференциала (см. [11] — [13]), которое мы вначале напомним. Обо-
значим через U(0) произвольную замкнутую абсолютно выпуклую окрестность ну-
ля в вещественном отделимом локально выпуклом пространстве (ЛВП) X.

Определение 3. Пусть {Bδ}δ>0 — убывающая по вложениям при δ → +0 система
замкнутых выпуклых подмножеств отделимого вещественного ЛВП X, B ⊂ X.
Множество B =

⋂
δ→+0

Bδ называется K-пределом системы {Bδ}δ>0 при δ → +0 :

B = K − lim
δ→+0

Bδ , если: ∀U = U(0) ⊂ X ∃δU > 0 : (0 < δ < δU )⇒ (Bδ ⊂ B+U(0)) .

Из предыдущего определения вытекает замкнутость и выпуклость множества
B. Далее будем обозначать через I ⊂ R — некоторый отрезок, coA — выпуклую
замкнутую оболочку множества A и рассматривать отображения F : I → E.
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Определение 4. Пусть x ∈ I, δ > 0. Частный K-субдифференциал отображения
F в точке x0, отвечающий данному δ > 0, есть замкнутое выпуклое множество

∂KF (x0, δ) = co

{
F (x0 + h)− F (x0)

h

∣∣∣∣ 0 <| h |< δ

}
.

Определение 5. Отображение F : I → X называется компактно субдифференци-
руемым или K-субдифференцируемым в точке x0 ∈ I, если существует
K-предел частных K-субдифференциалов ∂KF (x0) = K − lim

δ→+0
∂KF (x0, δ) .

Полученное множество ∂KF (x0) называется компактным субдифференциалом, или
K-субдифференциалом отображения F в точке x0.

Если отображение F дифференцируемо в точке x0 в обычном смысле, то оно
является компактно субдифференцируемым, причём ∂KF (x0) = F ′(x0). В то же
время, как показано в [11] — [13], существуют компактно субдифференцируемые
отображения, не имеющие обычной производной.

Следующая теорема является первым основным результатом работы.

Теорема 1. Если в (10) f ∈ Bw
int(I), то F дифференцируемо почти всюду на I,

причём справедливо равенство

F ′(x) = f(x) п.в. на I. (11)

Для доказательства нам потребуется следующий вспомогательный результат, по-
лученный ранее в ([14], Theorem 1(ii)).

Теорема 2. Пусть отображение f из (10) сильно измеримо. Тогда для произ-
вольного числа ε > 0 существует измеримое множество Eε ⊂ R такое, что
mes(I\Eε) < ε и множество

Xε
F :=

{
F (E)

mes(E)

∣∣∣∣ E ⊂ Eε, mes(E) > 0, E ∈ Σ

}
(12)

относительно компактно в X.
Переходим к доказательству теоремы 1.

Доказательство. 1) Покажем К-субдифференцируемость отображения F . Поло-
жим εn = 1

n ∀n ∈ N и для каждого n выберем соответствующее множество из (12)

(мы считаем, что Eεn ⊂ [a; b]). Легко видеть, что множество E0 =
∞⋂
n=1

(I\Eεn)

имеет нулевую меру Лебега. Поэтому почти все точки x ∈ [a; b] принадлежат мно-
жеству Eεn при каком-либо n ∈ N. Более того, согласно теореме о точках внеш-
ней плотности (см. [15], теорема 2, стр. 68), почти все точки каждого из множеств
Eεn будут точками внешней плотности Eεn . Следовательно, для некоторого мно-
жества e ⊂ [a; b] нулевой меры всякая точка x ∈ [a; b]\e является точкой внешней
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плотности какого-либо множества Eεn , т.е. для произвольной системы интервалов
{Im = (αm; βm)}∞m=1, стягивающейся к точке x ∃ n ∈ N и Eεn из (12) такие, что:

lim
m→∞

mes(Im\Eεn)

mes(Im)
= 0 (αm 6 x 6 βm, αm 6= βm) . (13)

Далее,

(P )
∫
Im

f(t)dt

mes(Im)
=

F (Im)

mes(Im)
=

F (Im
⋂
Eεn)

mes(Im
⋂
Eεn)

· F (Im
⋂
Eεn)

mes(Im)
+
F (Im\Eεn)

mes(Im)
. (14)

Отношение F (Im\Eεn )
mes(Im\Eεn ) −→ 0 при m −→ ∞ в силу f ∈ Bw

int(I). Поэтому второе
слагаемое в равенстве (14) стремится к нулю при m→∞ в силу (13). Из (13) также
вытекает, что

lim
m→∞

mes(Im
⋂
Eεn)

mes(Im)
= 1. (15)

В силу (13) — (15), а также относительной компактности множествX1/n
F ⊂ X (см.

теорему 2) вытекает существование частичного предела любой последовательности

F (Im)

mes(Im)
при m→∞,

а также относительная компактность множества всех таких частичных пределов.
Следовательно, F К-субдифференцируемо в точке x по теореме 3 из [13].

2) Далее, сильная измеримость f влечёт сепарабельнозначность отображений f
и F . А для сепарабельнозначных отображений в пространства Фреше из компакт-
ной субдифференцируемости почти всюду вытекает дифференцируемость F почти
всюду ([16], теорема 4).

Равенство (11) в банаховом сучае мы покажем, опираясь на сепарабельнознач-
ность F , а также известный результат ([3], п. 17.2.4, следствие 2) о существовании
у каждого сепарабельного банахова пространства счётного множества линейных
непрерывных функционалов, разделяющих точки: если Х — сепарабельное банахо-
во пространство, то существует множество функционалов {`n}∞n=1 ⊂ X∗ такое, что
∀x, y ∈ X x = y ⇐⇒ `n(x) = `n(y) ∀n ∈ N.

Для всякого n ∈ N ∃ en : mes(en) = 0 и `n(F ′(x)) = (`n(F (x)))′ = `n(f(x))

∀x ∈ I\en, т.к.

`n(F (x)) = `n

(P )

x∫
a

f(t)dt

 =

x∫
a

`n(f(t))dt.

Ясно, что множество e =
n⋃
n=1

en имеет нулевую меру. При этом ∀n ∈ N

`n(F ′(x)) = `n(f(x)) ∀x ∈ I\e,

откуда и вытекает равенство (11) для банаховых пространств X.
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3) Пусть теперь X — пространство Фреше. Обозначим через {‖ · ‖j}j∈N — некото-
рую счётную определяющую систему полунорм в X. Обозначим через X̂j пополне-
ния фактор-пространств Xj = X/ker‖ · ‖j относительно фактор-норм ‖ · ‖̂j = ‖ · ‖j .
Для банаховых пространств X̂j ∀ j ∈ N мы имеем

lim
h→0

∥∥∥∥∥∥1

h
(P )

x+h∫
x

f(t)dt− f(x)

∥∥∥∥∥∥
j

= 0 ∀x ∈ [a; b]\ej , (16)

откуда mes(ej) = 0. Тогда для всех x ∈ [a; b]\
⋃
j∈N

ej . Это означает, что почти всюду

на [a; b] равенство (16) справедливо при всех j ∈ N. Следовательно, F ′(x) = f(x)

почти всюду на I. �

Опираясь на некоторые рассуждения предыдущего доказательства, покажем вто-
рой основной результат работы.

Теорема 3. Если в (10) отображение F дифференцируемо почти всюду на I, то
f ∈ Cσmes(I).

Доказательство. Рассуждая, как и в пунктах 2 – 3 предыдущего доказательства,
легко проверить, что

F ′(x) = f(x) для п.в. x ∈ I. (17)

Пусть ` ∈ X∗ — произвольный линейный непрерывный функционал на X. Тогда из
(17) следует, что почти все точки x ∈ I являются точками Лебега функции f̃ = `(f),
т.е. для произвольной системы интервалов {Im = (αm; βm)}∞m=1, стягивающейся к
точке x

lim
m→∞

1

mes(Im)

∫
Im

|f̃(t)− f̃(x)|dt = 0 почти всюду на I,

откуда f̃ ∈ Bw
int(I) (в пространстве R) в силу предложения 3:

lim
m→∞

f̃(Im
⋂
em)

mes(Im)
= 0, (18)

где {em}∞m=1 — произвольная система измеримых множеств, для которой

lim
m→∞

mes(Im
⋂
em)

mes(Im)
= 0.

Из (18) вытекает, что

lim
m→∞

`

(
F (Im

⋂
em)

mes(Im)

)
= 0. (19)

Рассуждая также, как и в пункте 1) доказательства предыдущей теоремы, можно
получить равенства (14) ∀x ∈ I\e, mes(e) = 0. При этом

`

(
F (Im)

mes(Im)

)
= `

(
F (Im

⋂
Eεn)

mes(Im)

)
+ `

(
F (Im\Eεn)

mes(Im)

)
,
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откуда, переходя к пределу при m→∞, в силу (15), (17) и (19) мы имеем

`
(
F ′(x)

)
∈ `
(
abs.co X

1/n
F

)
,

так как F (Im
⋂
Eεn )

mes(Im
⋂
Eεn ) ∈ X

1/n
F ⊂ X ∀n ∈ N (под abs.coA мы понимаем замкнутую

абсолютно выпуклую оболочку множества A ⊂ X).
Итак, ` (F ′(x)) 6 sup `

(
abs.co X

1/n
F

)
∀` ∈ X∗. По известному следствию из тео-

ремы Хана-Банаха о строгой функциональной отделимости точки и замкнутого
выпуклого множества ∀x ∈ E1/n\e:

F ′(x) ∈ abs.co X1/n
F , или, F ′(E1/n\e) ⊂ abs.co X

1/n
F ,

причём все множества abs.co X1/n
F компактны как абсолютно выпуклые замыкания

компактов (множества X1/n
F компактны по теореме 2). Для завершения доказатель-

ства остаётся лишь заметить измеримость всех множеств E1/n\e. �
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Про диференцiйовнiсть за верхнньою границею невизначеного
iнтегралу Петтiса. У цiй роботi дослiджено двi новi характеристи-
ки iнтегровних за Петтiсом вiдображень дiйсного вiдрiзка у простори
Фреше: майже скрiзь слабку iнтегральну обмеженiсть та σ-компактну
вимiрнiсть. Одержано достатнью умову диференцiйовностi невизначе-
них iнтегралiв Петтiса у термiнах майже скрiзь слабкої iнтегральної
обмеженостi, а також необхiдну умову — у термiнах σ-компактної ви-
мiрностi.

Ключовi слова: iнтеграл Петтiса, сильно вимiрне вiдображення, простiр Фреше,
майже скрiзь слабка iнтегральна обмеженiсть, σ-компактна вимiрнiсть, компактна
субдиференцiйовнiсть.

About differentiability of indefinite Pettis integral by upper limit.
In this paper two new properties for Pettis integrable mappings acting from
a real segment into Frechet spaces are investigated: almost everywhere weak
integral boundedness and σ-compact measurability. The sufficient condition for
differentiability of indefinite Pettis integral in terms of almost everywhere weak
integral boundedness is obtained. The necessary condition for differentiability
of indefinite Pettis integral in terms of σ-compact measurability is proved.

Keywords: Pettis integral, strongly measurable mapping, Frechet space, almost
everywhere weak integral boundedness, σ-compact measurability.
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З. И. Халилова

K-СУБЛИНЕЙНЫЕ МНОГОЗНАЧНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
И ИХ СВОЙСТВА

В работе изучаются сублинейные многозначные операторы с компакт-
ными выпуклыми значениями. Показано, что в случае банаховых про-
странств такие операторы образуют упорядоченный банахов конус.

Ключевые слова: многозначный оператор, компакт, сублинейность, нормирован-
ный конус, квазиполнота.

Введение. Предварительные сведения

В современном выпуклом анализе и в задачах оптимального управления широко
используются многозначные операторы (см., например,[1], [3], [9]), действующие из
одного линейного пространства во множество подмножеств другого пространства:
A : X → exp(Y ).

Ещё одним важным объектом анализа являются сублинейные операторы (см.,
например, [2], [4], [6], [7],[8]), действующие из одного линейного пространства в неко-
торый частично упорядоченный конус элементов другого линейного пространства.
Они обладают следующими свойствами:

(i) A(x+ y) ≤ Ax+Ay;

(ii) A(λx) ≤ λAx, при λ ≥ 0.

В некоторых современных проблемах бесконечномерного анализа возникает необ-
ходимость объединить эти понятия. К этому приводит, например, задача обобщения
понятия компактного субдифференциала (K-субдифференциала) на случай вектор-
ного аргумента.
K-субдифференциал, введенный в работе [5] для отображений вещественного ар-

гумента, в фиксированной точке является компактным выпуклым множеством. При
переходе к векторному аргументу естественным образом возникает оператор с ком-
пактными выпуклыми значениями, обладающий свойством сублинейности.
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Таким образом, мы приходим к новой задаче выпуклого анализа: исследовать
операторы описанного выше типа, которые далее в работе названы K-операторами.
При этом возникают принципиально новые моменты: как система компактных вы-
пуклых подмножеств исходного нормированного пространства, так и система K-
операторов с конечной нормой образуют абстрактный нормированный конус, кото-
рый не может быть вложен ни в одно линейное пространство. Заметим, что общая
теория абстрактных локально выпуклых конусов возникла сравнительно недавно
([4], [8]), и такой её существенный раздел, как теория абстрактных нормирован-
ных конусов, почти не разработан. Это привело к постановке следующих основных
вопросов.

1) Ввести общие понятия нормированного и банахового конусов.
2) Для заданного нормированного пространства F изучить нормированный

частично упорядоченный конус FK всех его компактных выпуклых подмно-
жеств. Доказать полноту FK в случае, когда пространство F банахово.

3) Для заданных нормированных пространств E и F ввести понятие K-
сублинейного оператора A : E → FK . Ввести понятие нормы K-
сублинейного оператора и исследовать вопрос о непрерывности ограничен-
ных по норме K-операторов.

4) Исследовать нормированный конус LK(E;F ) всех ограниченных K-
операторов, действующих из E в FK . Доказать квазиполноту конуса
LK(E;F ) в случае, когда F - банахово пространство.

5) Исследовать вопрос о композиции K-операторов.

Ответы на перечисленные вопросы составляют основное содержание работы.

1. Абстрактный нормированный конус.

Напомним вначале общее определение конуса.

Определение 1. Конусом X будем называть множество, снабженное сложением и
скалярным умножением на положительные вещественные числа. Скалярное умно-
жение ассоциативно и дистрибутивно, а сложение ассоциативно и коммутативно.

Замечание 1. Напомним, что по известному критерию (так называемый "закон
сокращения"(cancellation law) [8]) векторный конус X может быть изоморфно вло-
жен в некоторое линейное пространство Y тогда и только тогда, когда для любых
элементов x, y, z ∈ X, для которых x+ z = y+ z, выполняется равенство x = y. На-
пример, конус exp(F ) всех подмножеств векторного пространства F 6= {0} не может
быть изоморфно вложен ни в одно векторное пространство. Заметим также, что в
конусе может быть определено умножение и на отрицательные, либо комплексные
скаляры, но при этом, вообще говоря, (−1) · x не есть противоположный элемент к
x.
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Дадим теперь определение нормированного конуса.

Определение 2. КонусX назовём нормированным, если для каждого его элемента
x ∈ X определена неотрицательная ‖x‖, обладающая следующими свойствами:
(i) ‖x‖ = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;

(ii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;
(iii) ‖λx‖ = λ‖x‖, для любого λ ≥ 0.

Замечание 2. Отметим, что норма позволяет создать на конусе X соответствую-
щую нормированную топологию с помощью ε - окрестностей:

Uε(x) = {x+ h|h ∈ X, ‖h‖ < ε} , (ε > 0).

Эта топология соответствует общему определению локально выпуклой топологии
в конусе (см. ,например, [10], [11]).

Таким образом, сходимость xk → x в нормированном конусе (X, ‖ · ‖) означает,
что

xk = x+ hk (k = 1, 2, ...), ‖hk‖ → 0.

Пример 1. Приведем простой пример. Пусть R+ - положительная полуось с топо-
логией правостороней сходимости. Эта топология не согласована с линейной струк-
турой R+, однако согласована со структурой конуса, так как здесь

Uε(x) = [x;x+ ε) = {x+ h|h ∈ R+, ‖h‖ < ε}.

Далее, как отмечалось в [4], топология конуса не порождает равномерность (в от-
личие от топологии линейного пространства). Однако можно ввести квазиравномер-
ность, не обладающую свойством симметрии, в которой "направленные"окружения
диагонали ∆ ⊂ X ×X имеют вид:

ϑ+
ε (∆) = {〈x;x+ h〉|‖h‖ < ε, x ∈ X}.

Это позволяет ввести соответствующие понятия фундаментальности и полноты.

Определение 3. Пусть (X, ‖ · ‖) - нормированный конус, {xn}∞n=1 ⊂ X. Последо-
вательность {xn}∞n=1 называется квазифундаментальной, если

∀ ε > 0 ∃N(n > N, p ∈ N0)⇒ (xn = xn+p + hnp, ‖hnp‖ < ε).

Иначе говоря, xn ∈ Uε(xn+p) при всех p = 0, 1, 2... для n > N(ε). Нормированный
конус X назовём квазиполным, если любая фундаментальная последовательность
в X сходится. Наконец, квазиполный нормированный конус X назовём банаховым
конусом.
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2. Нормированный конус FK и его свойства.

Определение 4. Пусть F - нормированное пространство, которое мы далее для
определенности будем считать вещественным. Через FK обозначим множество всех
компактных выпуклых подмножеств F. Нетрудно проверить, что FK образует ко-
нус, относительно поэлементного сложения и умножения на скаляры из заданного
поля (не только положительные). При этом нулём в конусе является множество {0}.

Замечание 3. Конус FK индуктивно упорядочен отношением вложения:
(C1 ≤ C2) ⇐⇒ C1 ⊂ C2.

Действительно, для любых C1, C2 ∈ FK множество

C3 = co(C1

⋃
C2),

компактно (см. [10]). При этом

C1 ⊂ C3, C2 ⊂ C3,

т.е. введенный частичный порядок является индуктивным.

Замечание 4. Конус FK не содержится ни в каком линейном пространстве.

Доказательство. Действительно, согласно известному критерию [8], конус может
быть вложен в некоторое векторное пространство тогда и только тогда, когда в ко-
нусе выполнен "закон сокращения". Однако в нашем случае "закон сокращения"не
выполняется, так как, например, C − C 6= {0}, при C ∈ FK и C 6= {0}. �

Введем норму в конусе FK .

Определение 5. Нормой множества C ∈ FK назовём величину

‖C‖ = sup
y∈C
‖y‖.

Теорема 1. ‖C‖− норма в конусе FK . Точнее говоря:
(i) ‖C‖ = 0 тогда и только тогда, когда C = 0;

(ii) ‖C1 + C2‖ ≤ ‖C1‖+ ‖C2‖;
(iii) ‖λC‖ = |λ| · ‖C‖, для любого λ ∈ R.

Доказательство.
(i) Пусть C ∈ FK . Тогда ‖C| = 0⇐⇒ ‖y ‖ = 0 ∀y ∈ C ⇐⇒ C = {0}.
(ii) Пусть C1, C2 ∈ FK . Тогда:

‖C1 + C2‖ = sup
y1∈C1
y2∈C2

‖y1 + y2‖ ≤ sup
y1∈C1
y2∈C2

(‖y1‖+ ‖y2‖) ≤

≤ sup
y1∈C1

‖y1‖+ sup
y2∈C2

‖y2‖ = ‖C1‖+ ‖C2‖.
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(iii) Пусть C ∈ FK , λ ∈ R. Тогда:

‖λC‖ = sup
y∈C
{‖λy‖| y ∈ C} = sup

y∈C
{|λ| · ‖y‖| y ∈ C} = |λ| · sup

y∈C
{‖y‖| y ∈ C‖ = |λ| · ‖C‖.

�

Таким образом, FK − нормированный конус. При этом норма согласована с от-
ношением порядка: (C1 ⊂ C2)⇒ (‖C1‖ ≤ ‖C2‖).

Замечание 5. Отметим, что норма в конусе FK обладает тем же свойством оценки
нормы снизу, что и обычная норма в линейном пространстве:

‖C1 + C2‖ ≥ |‖C1‖ + ‖C2‖|. (1)

Доказательство. Действительно, поскольку 0 ∈ C2 − C2, то C1 + C2 − C2 ⊃ C1, а
значит,

‖C1‖ ≤ ‖(C1 + C2)− C2‖ ≤ ‖C1 + C2‖+ ‖C2‖,
откуда

‖C1 + C2‖ ≥ ‖C1‖ − ‖C2‖.
Меняя теперь местами C1 и C2 в предыдущей выкладке, мы приходим к неравен-
ству (1). �

В соответствии с замечанием 2, опишем нормированную топологию в конусе FK .

Определение 6. Пусть F− нормированное пространство. В нормированном конусе
FK , введём следующие понятия:
a) ε− окрестность точки C ∈ FK :

Oε(C) = {C +H|H ∈ FK , ‖H‖ < ε};

b) сходящаяся последовательность: Cn −→ C0, в FK при n→∞, если

∀ ε > 0∃N (n ≥ N) =⇒ Cn = C0 +Hn, ‖Hn‖ < ε;

c) квазифундаментальная последовательность {Cn}∞n=1 :

∀ ε > 0 ∃N(n ≥ N, p ≥ 0) =⇒ Cn = Cn+p +Hnp, ‖Hnp‖ < ε;

d) квазиполнота: конус FK− квазиполный, если любая квазифундаментальная по-
следовательность в нем сходится;
e) ограниченность: множество C = {C} ⊂ FK ограниченно, если

sup
C∈C
‖C‖ <∞;

f) если нормированный конус FK квазиполный, то назовём FK банаховым конусом.

Покажем, что полнота F влечёт квазиполноту конуса FK .

Лемма 1. Если последовательность {Cn}∞n=1 в нормированном конусе FK квази-
фундаментальна, то она ограничена.
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Доказательство. Зафиксируем ε0 > 0 и найдем также N0, что для всех p ≥ 0 :

CN = CN0+p +HN0p, где ‖HN0p‖ < ε0.

Отсюда, в силу замечания 5, получаем:

‖CN0+p‖ ≤ ‖CN0‖+ ‖HN0p‖ < ‖CN0‖+ ε0.

Следовательно, при любом n ∈ N имеем:

‖Cn‖ ≤ max(‖C1‖, ..., ‖CN0−1‖, ‖CN0‖+ ε0) <∞,

т.е. последовательность {‖n‖}∞n=1 ограничена в FK . �

Лемма 2. Если C2 ∈ Oε1(C1), C3 ∈ Oε2(C2), то C3 ∈ Oε1+ε2(C1).

Теорема 2. Пусть последовательность {Cn}∞n=1 квазифундаментальна в FK . Если
некоторая подпоследовательность {Cnk}∞k=1 сходится в FK к C0, то и последова-
тельность {Cn}∞n=1 сходится к C0.

Доказательство. Для любого ε > 0 выберем K такое, что
(k ≥ K)⇒ (Cnk ∈ O ε

2
(C0)) и (n ≥ nk, p > 0)⇒ (Cn ∈ O ε

2
(Cn+p)). Тогда при

k ≥ K и nk ≤ n ≤ nk+1 : получаем, в силу леммы 2:

(Cn ∈ O ε
2
(Cnk+1

), Cnk+1
∈ O ε

2
(C0)),=⇒ (Cn ∈ Oε(C0)),

откуда по определению 6, Cn → C0 в FK . �

Докажем теперь основной результат.

Теорема 3. Если F – банахово пространство,то FK – банахов конус.

Доказательство. Покажем,что любая квазифундаментальная последовательность
{Cn}∞n=1 в FK содержит сходящуюся подпоследовательность. По условию фунда-
ментальности, Cn = Cn+p + Hnp, где ‖Hnp‖ → 0 при n → ∞ равномерно по p.

Выберем некоторую последовательность номеров n1 < n2 < ... < nk < nk+1 < ...

так, чтобы

‖Hk := Hnk,nk+1−nk‖ ≤ εk, где
∞∑
k=1

εk <∞.

Покажем, что соответствующая подпоследовательность {Cnk = Cnk+1
+Hk}∞k=1 схо-

дится в FK .
Положим, что

H̃k = {
∞∑
i=k

hi|hi ∈ H i}, (k = 1, 2, ...).
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Заметим сначала, что любой ряд
∞∑
i=k

hi абсолютно сходится, так как

∞∑
i=k

‖hi‖ ≤
∞∑
i=k

εi <∞.

Отсюда также следует, что

‖H̃k‖ ≤
∞∑
i=k

εi → 0 при k →∞.

Покажем, что H̃k ∈ FK . Сначала докажем вполне ограниченность H̃k. Так как{ ∞∑
i=k

hi

}
=

{k+p−1∑
i=k

hi +
∞∑

i=k+p

hi

}
,

то

H̃k =

k+p−1∑
i=k

H i + H̃k+p.

Выберем p > 0 так, чтобы ‖H̃k+p‖ < ε
2 , и затем выберем конечную ε

2− сеть

{O ε
2
(Zj)}Jj=1 для

k+p−1∑
i=k

H i. Следовательно, {Oε(Zj)}Jj=1− конечная ε−сеть для H̃k,

k ∈ N. Из определения множества H̃k следует его выпуклость и замкнутость. Сле-
довательно, H̃k ∈ FK . Положим

C0 := Cn1 +H1 = Cn1 + (H1 + H̃2) = Cn2 + H̃2 = ... = Cnk + H̃k = ...

Из ‖H̃k‖ → 0 следует Cnk → C0 в FK . Тогда, по теореме 2, также и Cn → C0, т.е.
FK− квазиполный конус. �

3. K-сублинейные операторы (K-операторы). Связь ограниченности и
непрерывности K-операторов.

Вначале дадим определение K-сублинейного оператора.

Определение 7. Пусть E− линейное пространство, F− нормированое простран-
ство.

Отображение A : E −→ FK назовём K-сублинейным оператором (или K-
оператором), если для любых h1, h2, h ∈ E верно:
(i) A(h1 + h2) ⊂ Ah1 +Ah2;

(ii) A(λh) = λ ·Ah, при любом λ ∈ R.

Заметим, что, ввиду упорядоченности конуса FK отношением вложения, свойства
оператора A можно записать в виде:

(i)′ A(h1 + h2) ≤ Ah1 +Ah2;

(ii)′ A(λh) = λ ·Ah, при любом λ ∈ R.
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Рассмотрим случай,когда E также нормированное пространство. Пусть A – K-
оператор, действующий из E в FK .

Определение 8. Будем говорить, что K-оператор A ограничен (по норме), если

sup
‖h‖≤1

‖Ah‖ <∞ (2)

Если A ограничен, то величину (2) назовём нормой оператора A и обозначим
обычным символом ‖A‖.

Замечание 6. Нетрудно убедиться, что норма K-оператора обладает обычными
свойствами нормы:

(а) ‖A‖ ≥ 0 , (‖A‖ = 0)⇐⇒ A = 0;

(b) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;
(c) ‖λ ·A‖ = |λ| · ‖A‖, при любом λ ∈ R.

Кроме того, введем операцию разности K-операторов: A−B = A+ (−1) ·B. За-
метим, что из определения 7 следует, что (A−B) – также K-оператор. Из неравен-
ства (1) немедленно следует соответствующее неравенство для норм K-операторов:

d) ‖A±B‖ ≥ |‖A‖ − ‖B‖|.

Покажем также, что для K-операторов сохраняется основное свойство нормы
линейного оператора:

e) ‖Ah‖ ≥ |‖A‖ · ‖h‖|.

Доказательство. Имеем согласно определению нормы K-оператора:

‖A‖ = sup
‖h‖≤1

‖Ah‖ ≥ sup
‖h‖=1

‖Ah‖ = sup
h6=0

∥∥∥∥A( h

‖h‖

)∥∥∥∥ = sup
h6=0

‖Ah‖
‖h‖

,

откуда (‖Ah‖
‖h‖

≤ ‖A‖
)

=⇒ (‖Ah‖ ≤ ‖A‖ · ‖h‖).

�

Изучим теперь связь непрерывности и ограниченности по норме K-оператора.
Вначале приведём определение полунепрерывности сверху для произвольного

отображения Φ : E → FK .

Определение 9. Назовём отображение Φ полунепрерывным сверху в точке x ∈ E,
если

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : (‖h‖ ≤ δ) =⇒ (Φ(x+ h) ⊂ Φ(x) + Cε(h), где ‖Cε(h)‖ ≤ ε).

Теорема 4. K-оператор A : E → FK ограничен по норме тогда и только тогда,
когда A непрерывен в 0 или, что равносильно, тогда и только тогда, когда A рав-
номерно полунепрерывен сверху всюду на E.
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Доказательство.
1) Если A ограничен по норме, то из неравенства ‖Ah‖ ≤ ‖A‖ · ‖h‖ немедленно
следует непрерывность A в нуле, т.к. (‖h‖ → 0) =⇒ (‖Ah‖ → 0).

2) Пусть A непрерывен в нуле. Тогда

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ ≤ δ) =⇒ (‖Ah‖ ≤ ε). (3)

При этом, ввиду субаддитивности A, для любого x ∈ E :

A(x+ h) ⊂ Ax+ Cδ, где ‖Cδ‖ ≤ ε,

т.е A равномерно полунепрерывен всюду на E.
3) Пусть A равномерно полунепрерывен всюду на E. В частности, это означает, что
A непрерывен в нуле, т.е. выполнено условие (3). Отсюда

‖A‖ = sup
‖h‖≤1

‖Ah‖ = sup
‖h‖≤1

∥∥∥∥A( δh

‖h‖
·
‖h‖
δ

)∥∥∥∥ = sup
‖h‖≤1

(‖h‖
δ
·A
(
δh

‖h‖

))
≤
ε

δ
<∞,

т.е. A ограничен по норме. �

4. Нормированный конус ограниченных K-операторов и его свойства

Обозначим множество всех ограниченных K-операторов A : E → FK через
LK(E;F ).

Покажем, что LK(E;F ) – нормированный конус.

Теорема 5. Для любых нормированных пространств E и F множество LK(E;F )

образует нормированный конус. При этом конус LK(E;F ) индуктивно упорядочен
отношением

(A1 ≤ A2) :⇐⇒ (A1h ⊂ A2h), h ∈ E,

и норма в LK(E;F ), согласована с отношением порядка:

(A1 ≤ A2) =⇒ (‖A1‖ ≤ ‖A2‖).

(а) ‖A‖ = 0⇐⇒ A = 0, то есть Ah = {0};
(b) ‖A1 +A2‖ ≤ ‖A1‖+ ‖A2‖;
(c) ‖λA‖ ≤ λ · ‖A‖, где (λ ≥ 0);

(d) (A1 ≤ A2), следовательно, ‖A1‖ ≤ ‖A2‖;
(e) ‖Ah‖ ≤ ‖A‖ · ‖h‖.

Доказательство. Из свойств нормы K-оператора (см. замечание 6) вытекает, что
LK(E;F )− нормированный конус; при этом, в силу свойства d), норма в LK(E;F )

согласована с отношением индуктивного порядка в LK(E;F ). �

Теорема 6. Если пространство F− банахово, то LK(E;F )− банахов конус.
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Доказательство. Пусть последовательность K-операторов {An}∞n=1 квазифунда-
ментальна в LK(E;F ). Следовательно, согласно определению 6,

∀ ε > 0 ∃ N (n ≥ N, p > 0) =⇒ (An = An+p +Bnp, где ‖Bnp‖ < ε). (4)

1) Зафиксируем h ∈ E, ‖h‖ ≤ 1 и покажем, что последовательность {Anh}∞n=1 ква-
зифундаментальна в FK . Действительно, в силу (4),

∀ ε > 0 ∃ N (n ≥ N, p > 0) =⇒ (Anh = An+p +Bnph), (5)

причём из неравенства ‖Bnp‖ < ε следует ‖Bnph‖ ≤ ‖Bnp‖ ·‖h‖ < ε. Таким образом,
последовательность {Anh}∞n=1 квазифундаментальна при любом h ∈ E, ‖h‖ ≤ 1. Но
тогда для любого h ∈ E, h 6= 0, имеем

{Anh}∞n=1 = ‖h‖ ·
{
An

(
h

‖h‖

)}∞
n=1

,

откуда вытекает квазифундаментальность {An}∞n=1 при любом h ∈ E. В силу ква-
зиполноты FK , для всякого h ∈ E в FK существует предел

Ah := lim
n→∞

Anh.

2) Проверим сублинейность оператора A : E −→ FK :

a) A(h1 + h2) = lim
n→∞

An(h1 + h2) ⊂ lim
n→∞

(Anh1 + Anh2) = lim
n→∞

Anh1 + lim
n→∞

Anh2 =

= Ah1 +Ah2;

b) A(λh) = lim
n→∞

An(λ · h) = lim
n→∞

(λ ·Anh) = = λ · lim
n→∞

Anh = λ ·Ah.
Таким образом, A− K-оператор.

3) Проверим ограниченность по норме оператора A. В силу лемму 1, последователь-
ность {An}∞n=1 ограничена: ‖An‖ ≤ C (n = 1, 2, ...). Отсюда следует,

‖Anh‖ ≤ C · ‖h‖ (∀ h ∈ E ∀ n ∈ N).

Переходя к пределу при n→∞, получаем

‖Ah‖ ≤ C · ‖h‖,

откуда ‖A‖ ≤ C <∞. Таким образом, A ∈ LK(E;F ).

4) Проверим, что An → A в LK(E;F ). Из условия (5) получаем (при заданном
ε > 0, n ≥ N(ε), p > 0):

Bnph = Anh−An+ph.

Переходя к пределу при p→∞, отсюда получаем:

Bnh := lim
p→∞

Bnph = Anh−Ah.

При этом из неравенства ‖Bnp‖ < ε в пределе следует ‖Bn‖ ≤ ε, при n ≥ N(ε),

откуда Bn → 0 в LK(E;F ). Следовательно, An = A + Bn −→ A в LK(E;F ) при
n→∞.



120 З. И. Халилова

Таким образом, нормированный конус LK(E;F ) – квазиполный, т.е. LK(E;F ) –
банахов конус. �

5. Композиция K-операторов.

Введем понятие композиции K-сублинейных операторов. Пусть A : E → FK и
B : F → GK – K-сублинейные ограниченные операторы.

Определение 10. Композицией [B ·A] операторов A и B будем называть следую-
щее многозначное отображение:

[B ·A]h = coB(Ah) = co(
⋃
y∈Ah

By).

Теорема 7. Если A ∈ LK(E,F ) , B ∈ LK(F,G), то [B ·A] ∈ LK(E,G).

Доказательство. Пусть D =
⋃

y∈Ah
By. Для произвольной последовательности

{zn}∞n=1 ⊂ D, возможны два случая:
1) вся последовательность {zn}∞n=1 или хотя бы некоторая её подпоследовательность
содержится в одном By, при некотором y ∈ Ah. Так как множество By компактно,
то из {zn}∞n=1 можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
2) Никакая подпоследовательность из {zn}∞n=1 не содержится в каком - либо одном
By, где y ∈ Ah, то есть в каждом By может содержаться только конечное число zn.
Следовательно,существует некоторая последовательность {yk}∞k=1 ⊂ Ah, такая,что
каждое Byk содержит некоторую точку znk .
a) Так как Ah− компакт, то из {yk}∞n=1 можно выделить некоторую сходящуюся
подпоследовательность yki → y0 ∈ Ah.

Поскольку B− полунепрерывный сверху сублинейный оператор, то

Byki ⊂ By0 + Eki , где ‖Eki‖ = sup
z∈Eki

‖z‖ → 0.

b) Следовательно, для любого i = 1, 2, ... найдётся такой элемент z̃i ∈ By0, что

znki = z̃i + ei, где ei ∈ Eki , ‖ei‖ → 0, при i→∞.

Так как последовательность {z̃i}∞i=1 содержится в компакте By0, то из нее можно
выделить некоторую сходящуюся подпоследовательность z̃ij → z0 ∈ By0. При этом:

‖z̃ij − znkij ‖ = ‖eij‖ → 0 при j →∞,

откуда следует,что znkij → z0, где z0 ∈ D. Следовательно, множество D компактно,

откуда множество co(D) = co(D) также компактно.
Проверим теперь сублинейность отображения [B ·A] : E −→ GK :

[B ·A](λh) = coB(A(λh)) = coB(λAh) = co(λB(Ah)) = λcoB(Ah) = λ[B ·A]h;
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[B ·A](h1 + h2) = coB(A(h1 + h2)) ⊂ coB(Ah1 +Ah2) ⊂ co(B(Ah1) +B(Ah2)) ⊂
⊂ coB(Ah1) + coB(Ah2) = [B ·A]h1 + [B ·A]h2.

�

Следствие 1. ‖[B ·A]‖ ≤ ‖B‖ · ‖A‖

Доказательство. Имеем:

‖[B ·A]‖ = sup
‖h‖≤1

‖coB(Ah)‖ = sup
‖h‖≤1

‖B(Ah)‖ ≤ sup
‖h‖≤1

(‖B‖ · ‖Ah‖) =

= ‖B‖ · sup
‖h‖≤1

‖Ah‖ = ‖B‖ · ‖A‖.

�
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K - сублiнiйнi багатозначнi оператори та їх властивостi
У роботi вивчаються сублiнiйнi багатозначнi оператори з компактни-
ми опуклими значеннями. Показано, що в разi банахових просторiв такi
оператори утворюють впорядкований банахов конус.
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Ключовi слова: багатозначний оператор, компакт, сублiнiйнiсть, нормований ко-
нус, квазiповнота

K - sublinear multivalued operators and their properties
The sublinear multivalued operators with compact convex values are studied in
the work . It’s shown that in the case of Banach spaces such operators form a
ordered Banaсh cone.

Keywords: multivalued operator, compact set, sublinearity, normed cone,
quasicompleteness.
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