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ДИССИПАЦИЕЙ ЭНЕРГИИ

Рассмотрено обобщение начально-краевой задачи математической физики с по-
верхностной и внутренней диссипацией энергии. Сформулирована абстрактная про-
блема на основе использования абстрактной формулы Грина для тройки гильбер-
товых пространств и оператора следа. Доказана теорема о сильной разрешимости
исследуемой задачи. Обсуждаются спектральные проблемы с внутренней диссипа-
цией энергии при различной интенсивности внутренней диссипации энергии. При-
ведены простейшие свойства решений данной задачи. Для случая малой и средней
внутренней диссипации получены утверждения о локализации спектра и полноте и
базисности системы корневых элементов.

Введение

В работе рассмотрено операторное обобщение начально-краевой задачи с поверх-
ностной и внутренней диссипацией энергии. Здесь использовались пространства и
операторы, фигурирующие в абстрактной формуле Грина (см. [3]), а также опе-
ратор, задающий внутреннюю диссипацию энергии в исследуемой динамической
системе. Итогом рассмотрения указанной задачи является теорема о ее сильной
разрешимости на произвольном отрезке времени. Рассмотрены некоторые вопро-
сы, связанные с исследованием спектральных проблем с внутренней диссипацией
энергии при ее различной интенсивности.

Об абстрактной формуле Грина для тройки гильбертовых пространств

Впервые абстрактная формула Грина появилась в монографии [1], (см. с. 46-47),
и идея ее получения принадлежит С. Г. Крейну. Затем появились работы [2]-[4],
где соответствующее утверждение было получено в наиболее общей формулировке.
Другой вариант абстрактной формулы Грина получен в [5], (см с.187-189). Приве-
дем формулировку соответствующего результата из [3].
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Теорема 1. Пусть для тройки гильбертовых пространств

{E, (·, ·)E}, {F, (·, ·)F }, {G, (·, ·)G}

выполнены условия:
1. Пространство F плотно вложено в E, F ⊂→ E, т.е. F плотно в E и

‖u‖E 6 a‖u‖F , ∀u ∈ F. (1)

2. На пространстве F определен оператор γ (абстрактный оператор следа),
ограниченно действующий из F в G, причем γ отображает F на плотное мно-
жество R(γ) =: G+ пространства G, G+ ⊂→ G, и

‖γu‖G 6 b‖u‖F , ∀u ∈ F. (2)

Тогда существуют операторы L : F → F ∗ и ∂ : F → G− := (G+)∗, определяемые
по E,F и G (с введенными скалярными произведениями), а также по оператору
γ единственным образом, такие, что имеет место следующая формула Грина

〈η, Lu〉E = (η, u)F − 〈γη, ∂u〉G, ∀η, u ∈ F. (3)

Здесь символами 〈η, ψ〉E и 〈ξ, ϕ〉G обозначены линейные функционалы, постро-
енные на элементах η ∈ F, ψ ∈ F ∗, ξ ∈ G+ и ϕ ∈ G− соответственно. Они являют-
ся соответствующими расширениями (по непрерывности) функционалов (η, ψ)E и
(ξ, ϕ)G при переходе от ψ ∈ E к ψ ∈ F ∗ ⊃ E, а также от ϕ ∈ G к ϕ ∈ (G+)∗ = G−,
соответственно.

Начально-краевая задача с поверхностной и внутренней диссипацией
энергии

Пусть пространства E,F и G, а также оператор γ : F → G удовлетворяют усло-
виям теоремы 1 и потому существуют операторы L : F→ F∗ и ∂ : F→ (G+)∗ такие,
что справедлива формула Грина (3).

Постановка начально-краевой задачи с поверхностной и внутренней диссипацией
энергии такова: необходимо найти функцию u = u(t) со значениями в F такую, для
которой выполнено уравнение

d2u

dt2
+ βK

du

dt
+ Lu = f(t) (вE), K = K∗ > 0, D(K) = E, (4)

"граничное" условие

∂u+ α
d

dt
(γu) = 0 (вG ), α > 0, (5)

а также начальные условия

u(0) = u0, u′(0) = u1. (6)

Здесь функция u(t) является искомой, функция f(t) и элементы u0, u1 – заданными.
Слагаемое βKdu/dt в уравнении (4) при β > 0 порождает внутреннюю диссипацию
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полной энергии динамической системы, а слагаемое αd/dt(γu) в граничном условии
(5) при α > 0 – поверхностную диссипацию энергии.

Замечание. Следует отметить, что ранее исследовалась абстрактная начально-
краевая задача с поверхностной диссипацией энергии (см. [8]). Итоговый результат
рассмотрения задачи – доказательство теоремы о существовании и единственности
ее решения.

Абстрактная задача (4) – (6) с поверхностной и внутренней диссипацией энергии
исследована методами функционального анализа. Для исследования задачи исполь-
зован метод введения вспомогательных краевых задач. Он основан на возможности
отыскания решения u(t) ∈ F задачи (4) – (6) в виде суммы

u(t) = v(t) + w(t), (7)

где v(t) — решение первой вспомогательной задачи, а w(t) — второй вспомогатель-
ной задачи. Доказательство этого факта можно найти в [3], см. теорему 2 и заме-
чание 1 этой работы.

Сформулируем первую вспомогательную задачу. По элементу f̂ необходимо най-
ти решение v задачи

Lv = f̂ := f(t)− d2u

dt2
− βKdu

dt
(вE ), ∂v = 0 (вG ). (8)

Определение 1. Будем говорить, что элемент v ∈ F является слабым решением
задачи (8), если имеет место тождество

(η, v)F = 〈η, f̂〉E , ∀η ∈ F. (9)

Лемма 1. Если выполнено условие f̂ ∈ F ∗, то задача (8) имеет единственное
слабое решение v ∈ F , выражаемое формулой

v = A−1f̂ , D(A) = F, R(A) = F ∗.

Сужение A оператора A на E, такое что D(A) ⊂ E, R(A) ⊂ E, обладает свой-
ством A = A∗ � 0 в E. Если F ⊂→⊂→ E, то A−1 — компактный положительный
оператор.

Доказательство. Оно приведено в работе [2], см. также [3]. �
Рассмотрим теперь вторую вспомогательную задачу. По элементу ψ найти реше-

ние w ∈ F задачи:

Lw = 0 (вE ), ∂w = ψ := −α d
dt

(γu) (вG ). (10)

Определение 2. Говорят, что элемент w ∈ F является слабым решением задачи
(10), если для него выполнено тождество

(η, w)F = 〈γη, ψ〉G, ∀η ∈ F. (11)
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Лемма 2. При любом элементе ψ ∈ (G+)∗ существует единственное слабое ре-
шение w = V ψ ∈ F . При этом оператор V ограниченно действует из (G+)∗ в
подпространствоM ⊂ F элементов, которые назовем L-гармоническими (для них
Lw = 0).

Доказательство. Оно основано на неравенстве

|〈γη, ψ〉G| 6 ‖γη‖G+
· ‖ψ‖(G+)∗ 6

(
b ‖ψ‖(G+)∗

)
· ‖η‖F

и на лемме Рисса об общем виде линейного функционала в гильбертовом простран-
стве F. �

Лемма 3. Любой элемент u ∈ F может быть представлен в виде суммы решений
первой и второй вспомогательных задач (8) и (10), т.е. в виде

u = v + w = A−1f̂ + V ψ, f̂ = Lu ∈ F ∗, ψ = ∂u ∈ (G+)∗. (12)

С учетом лемм 1, 2, 3 осуществим переход к задаче Коши для дифференциального
уравнения второго порядка

A−1d
2u

dt2
+

(
αV

d

dt
(γu) + u

)
+ βA−1K

du

dt
= A−1f(t) (вF ), (13)

u(0) = u0, u′(0) = u1. (14)

Будем считать, что в уравнении (13) все слагаемые, в том числе и выражение в
скобках, являются функциями переменной t со значениями в D(A) ⊂ F ⊂ E. Тогда
это уравнение равносильно уравнению

d2u

dt2
+A1/2

(
αQ∗

d

dt
(γu) +A1/2u

)
+ βK

du

dt
= f(t) (вE ), (15)

где Q := γA−1/2 : E→ G+ и Q∗ := A1/2V : (G+)∗ → E взаимно сопряжены и ограни-
чены.

Введем новую искомую функцию соотношениями −iη = dζ/dt, ζ(0) = 0. После
взятия ее производной по t приходим вместо (15),(14) к следующей задаче Коши:

d2u

dt2
+A1/2

(
αQ∗

d

dt
(γu) +A1/2u

)
+ βK

du

dt
= f(t),

d2ζ

dt2
+ iA1/2du

dt
= 0,

(16)

u(0) = u0, u′(0) = u1, ζ(0) = 0, ζ ′(0) = −iA1/2u0. (17)

В векторно-матричной форме систему операторных уравнений (16) можно перепи-
сать в виде

d2

dt2

(
u

ζ

)
+

(
A1/2 0

0 I

)(
αB + βC0 iI

iI 0

)(
A1/2 0

0 I

)
d

dt

(
u

ζ

)
=

(
f

0

)
, (18)

C0 := A−1/2KA−1/2 =: S+S, S := K1/2A−1/2, S+ := A−1/2K1/2, (19)
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и оператор B := Q∗Q является неотрицательным самосопряженным оператором.
Если G+ ⊂→⊂→ G, то B : E → E – компактный неотрицательный оператор.

Дальнейшее исследование задачи основано на предположении

D(A) ⊂ D(K) ⊂ E, (20)

т.е. оператор A гильбертовой пары (F ;E) "не слабее" оператора K внутренней
диссипации энергии в изучаемой динамической системе. Если выполнено свойство
(20), то из известного неравенства Гайнца (см. [7], с. 254), будем иметь:

D(K1/2) ⊂ D(A1/2) = F.

Лемма 4. Оператор C0 с областью определения D(K1/2) может быть расширен
по непрерывности до ограниченного самосопряженного и неотрицательного опера-
тора C = S∗S ∈ D(E).

С учетом этих рассуждений приходим к задаче Коши для линейного дифферен-
циального уравнения первого порядка

dy

dt
= −Aα,βy + f̂(t), (21)

Aα,β =

(
A1/2 0

0 I

)(
αB + βC iI

iI 0

)(
A1/2 0

0 I

)
,

y(t) := (du/dt; dζ/dt))t , f̂(t) := (f(t); 0)t, y(0) = (u1;−iA1/2u0), (22)

D(Aα,β) :=
{
u = (u1;u2)t : u1 ∈ D(A1/2) , (αB + βC)A1/2u1 + iu2 ∈ D(A1/2)

}
.

Можно показать, что операторный коэффициент −Aα,β является максимальным
диссипативным оператором, тогда (см. [6]) этот оператор — генератор сжимающей
полугруппы операторов. Это позволяет, с использованием теории полугрупп, дока-
зать теорему о существовании сильного решения исходной задачи (4) – (6).

Здесь сформулируем лишь итоговый результат рассмотрения абстрактной
начально-краевой задачи (4) – (6) с поверхностной и внутренней диссипацией энер-
гии. Однако сначала дадим определение сильного решения задачи Коши (4) – (6).

Определение 3. Будем говорить, что функция u(t) является сильным решением
задачи Коши (4) – (6) на отрезке [0, T ], если

u(t) ∈ C2([0, T ];E) ∩ C1([0, T ];F ) ∩ C([0, T ];D(A)), (23)

и для нее выполнено уравнение (4), где каждое слагаемое является элементом из
C([0, T ];E), граничное условие (5), где каждое слагаемое является элементом из
C([0, T ];G+), а также начальные условия (6).
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Теорема 2. Если выполнены условия
1. f(t) ∈ C1([0, T ];E);

2. u1 ∈ D(A), u0 = v0 + w0, v0 ∈ D(A), w0 = −αV γu1,

а также свойство дополнительной гладкости

u(t) ∈ C1([0, T ];D(K)),

то задача Коши (4) – (6) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ]

в смысле определения 3.

Спектральные проблемы с внутренней диссипацией энергии

Исследование спектральных задач как с поверхностной, так и с внутренней дис-
сипацией энергии представляет собой пока нерешенную проблему. Поэтому иссле-
дование этих задач осуществляется поэтапно. Так, в работе [8] были изучены спек-
тральные задачи, порожденные начально-краевыми задачами только с поверхност-
ной диссипацией энергии. Рассмотрены простейшие свойства спектра, а затем на
примерах — одномерном, двумерном и в цилиндрических областях — обнаружено,
что спектр рассматриваемых задач достаточно своеобразен. Выясняется, как этот
спектр мигрирует в комплексной плоскости при изменении параметра диссипации
от нуля до бесконечности. Приводятся примеры численных расчетов спектра на ос-
нове метода итераций. Далее, в общей постановке исследована спектральная задача
с поверхностной диссипацией энергии. На основе одного общего результата, полу-
ченного Т. Я. Азизовым, доказано, что в случае общего положения спектр задачи
является дискретным с предельной точкой на бесконечности.

Рассмотрим некоторые вопросы, связанные с исследованием спектральных за-
дач с внутренней диссипацией энергии. Так, рассмотрим изменение абстрактной
начально-краевой задачи (4) – (6) с поверхностной и внутренней диссипацией энер-
гии на тот случай, когда в динамической системе отсутствует поверхностная дис-
сипация (α = 0), но присутствует внутренняя диссипация энергии. Ее соответ-
ствующая формулировка такова. Пусть пространства E,F и G, а также оператор
γ : F → G удовлетворяют условиям теоремы 1 и справедлива абстрактная фор-
мула Грина (3). Требуется найти элемент u ∈ F такой, что выполнены уравнение,
граничное и начальные условия:

d2u

dt2
+ βK

du

dt
+ Lu = f(t) (вE), ∂u = 0 (в G ), u(0) = u0, u′(0) = u1. (24)

Далее будем изучать нормальные движения системы, т.е. такие решения одно-
родной задачи (24) без начальных условий, для которых

u(t) = exp(−λt)u, x ∈ F, λ ∈ C. (25)
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Тогда для амплитудных элементов u ∈ F возникает спектральная задача

λ2u− λβKu+ Lu = 0 (в E ), ∂u = 0 (в G ). (26)

Введем оператор A гильбертовой пары (F ;E),

Au := Lu, D(A) := {u ∈ F : ∂u = 0 (в G ), R(L) = E} ⊂ F. (27)

Напомним, что A = A∗ � 0.
Тогда приходим к проблеме

Lβ(λ)u := (λ2I − λβK +A)u = 0, (28)

рассматриваемой в пространстве F. Здесь Lβ(λ) — квадратичный операторный пу-
чок с операторными коэффициентами A иK. Далее будем считать, чтоK = K∗ � 0

— неограниченный положительно определенный оператор, область определения ко-
торого "сравнима" с D(A), т.е. выполнено одно из условий

D(A) ⊂ D(K) либо D(A) ⊃ D(K). (29)

Итак, далее будем рассматривать абстрактную спектральную проблему

λ2u− λβKu+Au = 0 (в E ), u ∈ D(A) ∩ D(K) ⊂ F. (30)

Так как A � 0, то число λ = 0 не является собственным значением задачи (30).
Отсюда следует, что эту задачу можно привести к исследованию спектральной за-
дачи для линейного по λ операторного пучка. Именно, введем в (30) новый искомый
элемент ζ по закону iA1/2u = λζ. Тогда задача (30) будет равносильна проблеме(

βK iA1/2

iA1/2 0

)(
u

ζ

)
= λ

(
u

ζ

)
, u ∈ D(A) ∩ D(K), ζ ∈ D(A1/2), (31)

или

Aβz = λz, z := (u; ζ)t ∈ D(Aβ), Aβ :=

(
βK iA1/2

iA1/2 0

)
, (32)

которые рассматриваются в пространстве E2 := E ⊕ E.
Отметим для задач (31),(32) простейшие свойства решений.
10. Собственные значения задач (31),(32) расположены в правой комплексной

полуплоскости симметрично относительно вещественной оси.
20. При β = 0 спектр задачи (31),(32) дискретен, расположен на мнимой оси, его

собственные значения {λ±j }
∞
j=1

конечнократны и вычисляются по формуле

λ±j = ±iλ1/2
j (A), j = 1, 2 . . . , (33)

где {λj(A)}∞j=1 ⊂ R+ — собственные значения оператора A � 0. При этом предпо-
лагается, что пространство F компактно вложено в E и потому оператор A−1 > 0

компактен. Собственные элементы (u±j ; ζ±j )t задачи, отвечающие собственным зна-
чениям (33), образуют ортонормированный базис в пространстве E2.



8 О. А. Андронова

Дальнейшее изучение задач (31),(32) связано с уточнением взаимосвязей обла-
стей определения операторов задачи A и K и рассмотрением трех случаев различ-
ной интенсивности внутренней диссипации энергии. Здесь рассмотрим лишь случай
малой и средней внутренней диссипации энергии. Случай большой интенсивности
внутренней диссипации требует дополнительных исследований и будет отражен в
последующих публикациях автора.

1. В случае малой интенсивности внутренней диссипации имеет место следующее
вложение областей определения операторов задачи A и K:

D(A1/2) ⊂ D(K). (34)

Тогда в задаче (32) операторная матрица Aβ корректно определена, если
D(Aβ) := D(A1/2)⊕D(A1/2).

Лемма 5. Оператор Aβ допускает факторизацию вида

Aβ =

(
βK iA1/2

iA1/2 0

)
= i

(
I −iβKA−1/2

0 I

)(
0 A1/2

A1/2 0

)
, (35)

где KA−1/2 — ограниченный оператор, действующий в E. Соответственно обрат-
ный оператор A−1

β также допускает факторизацию

A−1
β =

(
0 −iA−1/2

−iA−1/2 βA−1/2KA−1/2

)
= −i

(
0 A−1/2

A−1/2 0

)(
I iβKA−1/2

0 I

)
.

(36)

Из (35) следует, что операторAβ на области определенияD(Aβ) является замкну-
тым и область его значения, т.е. область определения A−1

β есть всё пространство
E2. Введем обозначения

A0 :=

(
0 A1/2

A1/2 0

)
, J :=

(
I 0

0 I

)
, T :=

(
I iβKA−1/2

0 I

)
. (37)

Тогда в силу (35),(37) задачу (32) можно переписать в виде

(J − T )A0z = νz, z ∈ D(A0) = D(A1/2)⊕D(A1/2), ν := iλ. (38)

Эта задача, в свою очередь, равносильна проблеме

(J + T )A−1
0 w = µw, w := A0z ∈ E2, µ := iλ−1. (39)

Далее, будем предполагать, что F ⊂→⊂→ E и KA−1/2 ∈ S∞(E). Заметим, что пер-
вое условие обычно выполнено в задачах математической физики, а второе условие
— это условие общего положение, говорящее о том, что в динамической системе ма-
ла интенсивность внутренней диссипации (по сравнению с упругими консерватив-
ными силами, связанными с потенциальной энергией системы и колебательными
режимами в ней).
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Если F ⊂→⊂→ E, то порождающий оператор A гильбертовой пары (F ;E) имеет
положительный компактный обратный оператор A−1, а потому и оператор

A−1
0 =

(
0 A−1/2

A−1/2 0

)
, KerA−1

0 = {0}, (40)

является самосопряженным компактным оператором в E2. Далее, если
KA−1/2 ∈ S∞(E), то T ∈ S∞(E2), и (39) есть задача на собственные значе-
ния слабо возмущенного компактного самосопряженного оператора.

Определение 4. Будем говорить, что система корневых элементов {uj}∞j=1 зада-
чи (30) двукратно полна в норме графика оператора A1/2, если система корневых
элементов

wj :=
(
A1/2ζj ;A

1/2uj

)t
=
(
iλ−1
j Auj ;A

1/2uj

)t
, j = 1, 2 . . . , (41)

задачи (39) полна в пространстве E2.

Теорема 3. Пусть выполнены условия:

KA−1/2 ∈ S∞(E), A ∈ Sp(E). (42)

Тогда имеют место следующие свойства:

(1) Система корневых элементов {uj}∞j=1 задачи (30) двукратно полна в норме
графика оператора A1/2.

(2) Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения {λj}∞j=1 задачи
(30), отвечающие корневым элементам {uj}∞j=1, нормальны, имеют пре-
дельную точку λ =∞, расположены в правой комплексной полуплоскости
и кроме, быть может, конечного их числа, находятся в полусекторах

Λ+(ε) := {λ ∈ C : π/2− ε < arg λ < π/2},
Λ−(ε) := {λ ∈ C : −π/2 < arg λ < −π/2 + ε}.

(43)

Доказательство. Оно основано на теореме М.В. Келдыша о полноте системы
корневых элементов и локализации спектра слабовозмущенного самосопряженно-
го компактного оператора (см. [9] и [10]), на свойствах компактного оператора, а
также на свойстве 10 решений спектральных задач.

В задачах математической физики собственные значения λj(A) оператора A

гильбертовой пары (F ;E), как правило, имеют асимптотическое поведение

λj(A) = cAj
a[1 + o(1)], j →∞, cA > 0, a > 0. (44)

Если учесть это обстоятельство, то можно усилить результат теоремы 3.

Теорема 4. Если собственные значения оператора A имеют асимптотическое
поведение (44) и KA−1/2 ∈ S∞(E), то справедливы следующие утверждения:
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(1) собственные значения задачи (30) имеют асимптотическое поведение

λj = λ±j = ±iλ1/2
j (A)[1 + o(1)], j →∞; (45)

(2) корневые элементы {wj}∞j=1 задачи (39) образуют базис Абеля-Лидского (в
пространстве E2) с суммированием порядка, большего a/2.

2. В случае средней интенсивности внутренней диссипации будут иметь место
включения

D(A) ⊂ D(K) ⊂ D(A1/2). (46)

В этом случае оператор Aβ задачи (32) корректно определен на
D(Aβ) := D(K)⊕D(A1/2).

Можно проверить непосредственно, что оператор Aβ допускает следующую фак-
торизацию в форме Шура-Фробениуса

Aβ =

(
I 0

iβ−1Q I

)(
βK 0

0 β−1V V +

)(
I iβ−1Q+

0 I

)
, (47)

Q := A1/2K−1 ∈ L(E), Q+ := K−1A1/2, D(Q+) = D(A1/2), (48)

V −1 := K1/2A−1/2 ∈ L(E), (V +)
−1

:= A−1/2K1/2, D((V +)
−1

) = D(K1/2). (49)

Лемма 6. Оператор Q+ обладает свойствами:

Q+ = Q∗, Q∗|D(A1/2) = Q+. (50)

Лемма 7. Для оператора (V +)
−1 справедливы равенства:

(V +)−1 = (V ∗)−1, (V ∗)−1|D(K1/2) = (V +)
−1
. (51)

Следствием лемм 6 и 7 является такое утверждение.

Теорема 5. Оператор Aβ допускает замыкание до оператора

Ãβ :=

(
I 0

iβ−1Q I

)(
βK 0

0 β−1V V ∗

)(
I iβ−1Q∗

0 I

)
, (52)

с областью определения

D(Ãβ) :=
{

(u; ζ)t ∈ E2 : u+ iβ−1Q∗ζ ∈ D(K), ζ ∈ D(V V ∗)
}
. (53)

Если выполнено условие V −1 = K1/2A−1/2 ∈ S∞(E), то R(Ãβ) = E2 и тогда Ãβ
является максимальным аккретивным оператором, действующим в E2.

Рассмотрим задачу на собственные значения оператора Ãβ :

Ãβz = λz, z = (u; ζ)t ∈ D(Ãβ). (54)
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Введем обозначения

S1 :=

(
0 0

iQ 0

)
, S2 :=

(
0 iQ∗

0 0

)
, A0 :=

(
βK 0

0 V V ∗

)
. (55)

Тогда имеем задачу

(J + S1)A0(J + S2)z = λz, z ∈ D(Ãβ), (56)

где S1 и S1 — треугольные операторные матрицы (55), и потому существуют огра-
ниченные обратные операторы (J + S1)−1 = (J − S1), (J + S2)−1 = (J − S2).

Далее будем предполагать, что выполнены следующие условия:

Q = A1/2K−1 ∈ S∞(E), K−1 ∈ SpK , (V V ∗)−1 ∈ SpV . (57)

Тогда (56) преобразуется в следующую задачу на собственные значения для слабо-
возмущенного самосопряженного компактного оператора:

(J − S2)A−1
0 (J − S1)z = µz, µ = λ−1, A−1

0 = diag(K−1; (V V ∗)−1). (58)

В силу предположения (57) будем иметь

S1, S2 ∈ S∞(E), A−1
0 ∈ Sp0 , p0 = max (pK ; pV ). (59)

Тогда к задаче (58) снова применима первая теорема М.В. Келдыша из [9], (см. с.
314 – 315, теорема 8.1 и замечание 8.1 к ней). Учитывая еще, что A−1

0 > 0, приходим
к следующему выводу.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (57). Тогда:

(1) Система корневых элементов задачи (54) полна в гильбертовом простран-
стве E2 = E ⊕ E.

(2) Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения λj задачи (54),
кроме, быть может, конечного их числа лежат в секторе

Λε := {λ ∈ C : |arg λ| < ε}, (60)

и имеют в качестве предельной точку λ =∞.

Уточним теперь условия (57). Именно, будем считать, что имеют место сле-
дующие асимптотические формулы для собственных значений операторов K−1 и
(V V ∗)−1:

λj(K) = (cK)−aja[1 + 0(1)], λj(V V
∗) = (cV )−bjb[1 + 0(1)], (61)

cK > 0, cV > 0, a > 0, b > 0.

Наличие асимптотических формул помогает установить дополнительные свойства
к тем, которые были доказаны в теореме 6.
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Теорема 7. Если выполнено условие (57), а также условия (61), то система кор-
невых элементов задачи (54) образует базис Абеля-Лидского порядка α > α0,

α0 = b (a > b), α0 = a (a 6 b), (62)

а собственные значения λj имеют асимптотическое поведение

λj = λj(A0)[1 + 0(1)] (j →∞), (63)

λj(A0) =


(cV )−bjb[1 + 0(1)] (a > b);

(cK)−aja[1 + 0(1)] (a < b);

(cK + cV )−aja[1 + 0(1)] (a = b).

(64)

Доказательство. Первое и второе утверждение данной теоремы получаем соот-
ветственно из утверждения 10 и 20 на стр. 292 монографии [11].

Таким образом, если диссипация в динамической системе достаточно мала, то
спектр локализован в окрестности мнимой оси, дискретен и имеет предельную точ-
ку λ =∞, а корневые элементы имеют свойства двукратной полноты и двукратной
базисности по Абелю-Лидскому. Далее, для случая средней интенсивности внут-
ренней диссипации энергии установлено, что при сформулированных выше предпо-
ложениях спектр задачи локализован в окрестности положительной полуоси, дис-
кретен и имеет предельную точку λ = ∞, а корневые элементы задачи образуют
полную систему либо базис Абеля-Лидского в пространстве E2.

Автор благодарит проф. Н.Д. Копачевского за руководство написанием статьи.
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Розглянуто узагальнення початково-крайової задачi математичної фiзики з по-
верхневою i внутрiшньою дисипацiєю енергiї. Сформульована абстрактна проблема
на основi використання абстрактної формули Грiна для трiйки гiльбертових про-
сторiв i оператора слiду. Доведена теорема про сильну розв’язнiсть дослiджуваної
задачi. Розглянутi спектральнi проблеми з внутрiшньою дисипацiєю енергiї при рiз-
нiй iнтенсивностi внутрiшнiй дисипацiї. Наведенi простiщi властивостi рiшень даної
задачi. Для випадку малої та середньої внутрiшньої дисипацiї отриманi твердження
про локалiзацiю спектру та про повноту та базиснiсть кореневих функций.

There was considered generalization of the initial-boundary value problem with surface
and internal dissipation of an energy. There was formulated the abstract problem on
the basis of the abstract Green formula for the triple of Hilbert spaces and the trace
operator. We proved the theorem on strong solvability of the considered problem. There
were discussed spectral problems with internal dissipation of an energy at its different
intensity. The elementary properties of the solutions of the problem were presented.



Ученые записки Таврического национального университета им. В. И. Вернадского

cерия «Математика. Механика. Информатика и кибернетика»
Tом 22(61) № 1 (2009), c. 14–25.

С. Ю. Артамонов

ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ С УСЛОВИЕМ
ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКОГО ТИПА НА

ПОДВИЖНОЙ ГРАНИЦЕ

В работе показана применимость метода множителей Лагранжа к вариационным
задачам с условием изопериметрического типа на подвижной границе. Полученные
результаты применены при нахождении пика энергетической формы интегрального
оператора с подвижной границей.

Введение и постановка задачи

В вариационном исчислении хорошо известны и находят широкое применение
два типа экстремальных задач [1]-[3]:
а) изопериметрические задачи на условный экстремум с неподвижной границей

x1∫
x0

f(x, y(x), y′(x))dx→ extr, (1)

где уравнение связи задаётся с помощью второго вариационного функционала

x1∫
x0

g(x, y(x), y′(x))dx = 0,

либо системы таких функционалов;
б) вариационные задачи на экстремум с подвижной границей типа (1) при условии
связи y(x1) = ϕ(x1), где ϕ(x) - заданная функция, y(x0) = y0 — заданное значение.

Задачи второго типа также можно записать в виде задач на условный экстремум
с условием связи вида

x1∫
x0

(ϕ′(x)− y′(x))dx = 0.
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Это приводит нас к следующей более общей постановке вариационной задачи на
условный экстремум, объединяющей в себе задачи типов (а) и (б):

Φ(x1, y) =
x1∫
x0

f(x, y(x), y′(x))dx→ extr,

G(x1, y) =
x1∫
x0

g(x, y(x), y′(x))dx = 0, y(x0) = y0.

(2)

Задачи типа (2) мы будем называть задачами с условием изопериметрического
типа на подвижной границе.

Приведём точную постановку более общей, чем (2), задачи: среди всех функций
y(·), принадлежащих классу C1([x0, x1], E) при любом x1 ≥ x0, где E — банахово
пространство, и таких, что y(x0) = y0 и при любом x1 ≥ x0 выполнено соотношение

G(x1, y) =

x1∫
x0

g(x1, x, y(x), y′(x))dx = 0, (3)

найти ту, для которой основной вариационный функционал

Φ(x1, y) =

x1∫
x0

f(x1, x, y(x), y′(x))dx (4)

достигает экстремума.
Здесь, в отличие от классической изопериметрической задачи, предполагается

наличие следующих дополнительных условий:
а) верхний предел интегрирования является переменным;
б) верхний предел интегрирования содержится также и под знаком интегралов (3)
и (4);
в) искомая функция y(x) принадлежит банахову пространству C1([x0, x1], E) при
любом x1 ≥ x0.

Кроме того, будем считать, что функции f и g имеют непрерывные частные
производные Фреше первого и второго порядков.

Важным частным случаем общей задачи (3) - (4) является задача, где условие
связи имеет следующий вид:

G(x1, y)(t) =

x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds− λ(x1)y(t) = 0, (5)

т.е. G(x1, y)(t) = 0 представляет собой задачу на собственное значение и соб-
ственную функцию соответствующего интегрального оператора при нелинейной
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зависимости ядра от x1. Таким образом, экстремум вариационного функциона-
ла в задаче (4)-(5) ищется на собственных функциях интегрального оператора

(Kx1y)(t) =
x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds.

Применение метода множителей Лагранжа к решению задач с
условием изопериметрического типа на подвижной границе.

Наша цель в этом разделе — применить известную модификацию метода мно-
жителей Лагранжа для случая банаховых пространств [4] к задаче (3)-(4). Как
известно, необходимым условием условного экстремума является обращение в нуль
частных производных функции Лагранжа F = Φ + λ(G), где λ ∈ E∗.

A. Скалярный случай. В этом случае λ ∈ R, (y ∈ C1([x0, x1],R)).
Рассмотрим вариационную задачу на условный экстремум изопериметрического

типа (3)-(4), где

Φ : Ix1 × C1(Ix1)→ R, G : Ix1 × C1(Ix1)→ R, Ix1 = [x0, x1]

Предположим, что выполнено условие ∂g
∂y′

∣∣
x1
6= 0. Составляя функцию Лагранжа

F = Φ + λ ·G и применяя метод множителей Лагранжа, приходим к необходимому
условию экстремума в виде системы{

∂Φ

∂x1
+ λ · ∂G

∂x1
= 0;

∂Φ

∂y
+ λ · ∂G

∂y
= 0; G = 0.

}
(6)

Соответствующие дифференциалы Фреше имеют вид:
dΦ(x1, y)(∆x1, h)=(f

∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂f
∂x1

dx) ·∆x1 +
x1∫
x0

[
∂f
∂yh+ ∂f

∂y′h
′
]
dx;

dG(x1, y)(∆x1, h)=(g
∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂g
∂x1

dx) ·∆x1 +
x1∫
x0

[
∂g
∂yh+ ∂g

∂y′h
′
]
dx.

(7)

Подставляя (7) в (6), приходим к следующей системе:
(f + λg)

∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂
∂x1

(f + λg) dx = 0, h(x0) = 0;

x1∫
x0

[
∂
∂y (f + λg)h+ ∂

∂y′ (f + λg)h′
]
dx = 0.

(8)

Проведем локализацию свободной переменной h во втором уравнении (8) двумя
способами. Первый способ: считаем, что h(x0) = h(x1) = 0. В этом случае, лока-
лизуя h вблизи произвольной точки x ∈ Ix1 стандартным способом [2], приходим к
уравнению Эйлера-Лагранжа для (f + λg):

L(f + λg) = L(f) + λ · L(g) = 0, (9)
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где L = ∂
∂y−

d
dx

(
∂
∂y′

)
. Второй способ: допуская, что h(x1) 6= 0, локализуем h "вблизи

x1 т.е. полагаем

hn(x) =


0, x ∈ [x0, x1 − 1/n],

nx+ (1− n · x1), x ∈ [x1 − 1/n, x1],

(10)

Здесь подразумевается, что hn "сглажены"на достаточно малых участках вблизи
точки (x1 − 1

n).
В этом случае

x1∫
x0

∂

∂y
(f + λg)hn −→ 0, при n→∞,

x1∫
x0

∂

∂y′
(f + λg)h′ndx =

1

n
· n
(
∂

∂y′
(f + λg)

) ∣∣
ξ1
−→

(
∂

∂y′
(f + λg)

) ∣∣
x1
, при n→∞.

Тогда уравнение для λ будет иметь следующий вид:

∂f

∂y′
∣∣
x1

+ λ · ∂g
∂y′
∣∣
x1

= 0. (11)

Таким образом, уравнения (8), (9), (11) образуют систему:



(f + λg)
∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂
∂x1

(f + λg) dx = 0;

L(f) + λ · L(g) = 0, (λ ∈ R);

∂f
∂y′

∣∣
x1

+ λ · ∂g∂y′
∣∣
x1

= 0.

(12)

Из последнего уравнения (12) легко выражается λ = −( ∂f∂y′ )/(
∂g
∂y′ )

∣∣
x1
. Далее, под-

ставляя λ в первое уравнение (12), получаем обобщённое условие трансверсально-
сти: (

f · ∂g
∂y′
− g · ∂f

∂y′

) ∣∣
x1

+

x1∫
x0

(
∂g

∂y′
∣∣
x1
· ∂f
∂x1
− ∂f

∂y′
∣∣
x1
· ∂g
∂x1

)
dx = 0.

После подстановки λ во второе уравнение (12), приходим к уравнению Эйлера-
Лагранжа для f + λg, которое мы назовём совместным уравнением Эйлера-
Лагранжа:

∂g

∂y′
∣∣
x1
· L(f)− ∂f

∂y′
∣∣
x1
· L(g) = 0.
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Б. Векторный случай. В этом случае y ∈ C1([x0, x1], E). Рассмотрим вновь ва-
риационную задачу на условный экстремум изопериметрического типа (3)-(4), где

Φ : Ix1 × C1(Ix1 , E)→ R, G : Ix1 × C1(Ix1 , E)→ C1(Ix1 , E), Ix1 = [x0, x1]

Здесь y(·) ∈ C1(Ix1 , E) = Y , и так как E — банахово пространство, то Y — также
банахово пространство. Считаем, что выполнено условие ∂g

∂y′

∣∣
x1
∈ Isom(Y ).

Применяя метод множителей Лагранжа к функции F = Φ + λ(G), где уже
λ(·) ∈ Y ∗, приходим к системам уравнений типа (6)− (7), откуда получаем аналог
системы (8):


(f + λ(g))

∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂
∂x1

(f + λ(g)) dx = 0, (h(x0) = 0);

x1∫
x0

[
∂
∂y (f + λ(g))h+ ∂

∂y′ (f + λ(g))h′
]
dx = 0, (λ ∈ Y ∗).

(13)

Проведем локализацию h(x1) как и в скалярном случае двумя способами: сначала
считаем, что h(x0) = h(x1) = 0. В этом случае, аналогично случаю А), получим
уравнение Эйлера-Лагранжа для (f + λg):

L(f + λ(g)) = L(f) + λ[L(g)] = 0. (14)

Во втором случае, допуская, что h(x1) 6= 0, и используя последовательность ска-
лярных функций (10), выберем произвольно вектор h̃0 ∈ E такой, что ‖h̃0‖ = 1 и
полагаем h̃n(x1) = hn(x1) · h̃0 (n ∈ N).

Выкладки, аналогичные случаю А), приводят к уравнению

∂f

∂y′
∣∣
x1

+ λ

(
∂g

∂y′
∣∣
x1

)
= 0. (15)

Уравнения (13)− (15) образуют систему:



(f |x1 + λ(g|x1)) +
x1∫
x0

∂
∂x1

(f + λ(g)) dx = 0,

L(f + λ(g)) = L(f) + λ[L(g)] = 0, (λ ∈ Y ∗)

∂f
∂y′

∣∣
x1

+ λ
(
∂g
∂y′

∣∣
x1

)
= 0.

(16)

Из последнего уравнения (16) находим

λ = − ∂f
∂y′
∣∣
x1
◦
(
∂g

∂y′
∣∣
x1

)−1

. (17)
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Подставляя (17) в первое и второе уравнения системы (16) приходим, соответствен-
но к обобщённому условию трансверсальности в несимметричной форме:[
f
∣∣
x1
− ∂f

∂y′
∣∣
x1
◦
(
∂g

∂y′
∣∣
x1

)−1

◦ g
∣∣
x1

]
+

x1∫
x0

(
∂f

∂x1
− ∂f

∂y′
∣∣
x1
◦
(
∂g

∂y′
∣∣
x1

)−1

◦ ∂g

∂x1

)
dx = 0

(18)
и совместному уравнению Эйлера-Лагранжа в несимметричной форме:

L(f)− ∂f

∂y′
∣∣
x1
◦
(
∂g

∂y′
∣∣
x1

)−1

◦ L(g) = 0 (19)

Отметим, что основная сложность в применении уравнений (18)-(19) составляет

вычисление обратного оператора
(
∂g
∂y′

∣∣
x1

)−1
.

Применение полученных результатов к интегральным операторам с
подвижной границей.

Как известно ([5], гл. 4, §6), для самосопряженного интегрального оператора

(Kx1y)(t) =
x1∫
x0

k(t, s)y(s)ds в L2[x0, x1] его энергетическая форма < Kx1y, y > до-

стигает по модулю максимума на собственной функции y(·), ‖y‖ = 1, отвечающей
наибольшему по модулю собственному числу оператора K. При этом с увеличением
x1 величина | < Kx1y, y >max | меняется монотонно [6]. Эти факты имеют большие
применения в задачах математической физики.

Однако, если ядро k зависит и от x1, т.е. k = k(x1, t, s), то максимум энергети-
ческой формы | < Kx1y, y >max | может меняться достаточно произвольно. Есте-
ственным является вопрос о значении x1 и собственной функции y, для которых
достигается локальный max

x1
| < Kx1y, y >max |. Эту величины мы назовём пиком

энергетической формы интегрального оператора Kx1 .

Случай одномерного ядра. Прямое решение. Пусть

(Kx1y)(t) =

x1∫
x0

k(x1, t)k(x1, s)y(s)ds.

Тогда

< Kx1y, y >L2=
x1∫
x0

(
x1∫
x0

k(x1, t)k(x1, s)y(s)ds

)
y(t)dt =

(
x1∫
x0

k(x1, s)y(s)ds

)2

.

Таким образом, мы приходим к вариационной задаче на условный экстремум

Φ(x1, y) =

x1∫
x0

k(x1, s)y(s)ds→ max, (20)
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при условии связи

G(x1, y)(t) =

x1∫
x0

k(x1, t)k(x1, s)y(s)ds− λ(x1)y(t) = 0. (21)

Вариационную задачу (20)-(21) мы рассматриваем при переменном x1 ≥ x0 уже в
пространстве y(·) ∈ C1([x0, x1]), которое плотно вложено в L2([x0, x1]).

Прежде всего, из (21) находим:

λ(x1)y(t) =

 x1∫
x0

k(t, s)y(s)ds

 · k(x1, t).

Следовательно,
y(t) = γ(x1) · k(x1, t). (22)

Из условия нормировки ‖y‖L2[x0,x1] = |γ| · ‖k‖L2[x0,x1] = 1 получаем

|γ(x1)| = 1

‖k‖L2

=
1√

x1∫
x0

k2(x1, s)ds

.

Подставляя (22) снова в (21), получаем:

λ(x1) = ‖k‖2L2
. (23)

Подставляя теперь (23) в (20), и возводя полученные выражения для удобства
дифференцирования в квадрат, мы приводим задачу на условный экстремум (20)-
(21) к задаче на безусловный локальный экстремум:

Φ2(x1, y(x1)) = ‖k(x1, ·)‖2L2[x0,x1] → max . (24)

Таким образом, необходимое условие экстремума в задаче (20)-(21), согласно лем-
ме Ферма, есть равенство

(
‖k(x1, ·)‖2

)′
= 0, (25)

а достаточное условие максимума — неравенство(
‖k(x1, ·)‖2

)′′
< 0. (26)

Здесь и далее под ‖ · ‖ мы понимаем норму в L2.
Примеры.

1. Пусть (Kx1y)(t) = 1
x1

x1∫
0

cos t · cos s y(s)ds, т.е. Kx1 есть оператор чезаровского

типа. Здесь

k(x1, s) =
1
√
x1
· cos s,
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‖k‖2 =
1

2

(
1 +

sin 2x1

2x1

)
.

Таким образом, вариационный функционал (20) принимает вид:

Φ(x1, y) =
1
√
x1

x1∫
0

cos sy(s)ds.

Отсюда получаем, что(
‖k‖2

)′
=

1

2
· 4x1 cos 2x1 − 2 sin 2x1

4x2
1

.

Необходимое условие экстремума (25) принимает вид

2x1 = tg2x1,

т.е. получаем хорошо известное в теории дифференциальных уравнений уравнение
tgt = t.

Простейшая ассимптотика решений этого уравнения имеет вид:

xk1 =
π

4
+ k

π

2
− o(1), k →∞.

Далее, достаточное условие максимума (26) принимает вид:(
‖k‖2

)′′
= −sin 2x1 + cos 2x1

x1
+

sin 2x1

2x2
1

< 0.

Отсюда (
‖k‖2

)′′ ∣∣
xk1
∼=

(−1)k+1

π
4 + k π2

.

Следовательно, (
‖k‖2

)′′ ∣∣
xk1
< 0, при k = 2m.

При этом

Φ2(xk1) = ‖k‖2
∣∣
xk1

=
1

2

(
1 +

sin 2x2m
1

2x2m
1

)
.

Из последнего равенства очевидно, что Φ2(xk1) достигает пика при m = 1. Итак,
пиковое значение для энергетической формы имеет вид:

max
x1

< Kx1y, y >=

√
1

2

(
1 +

sin 2x2
1

2x2
1

)
∼

√
1

2

(
1 +

1
π
2 + 2π

)
.

2. Пусть (Kx1y)(t) = 1
x1

x1∫
0

cht · chs · y(s)ds. В этом случае, как легко убедиться с

помощью аналогичных выкладок, зависимость максимума энергетической формы
< Kx1y, y > от x1 является монотонной.
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Случай n-мерного ядра. Прямое решение. Пусть

(Kx1y)(t) =

x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds,

где

k(x1, t, s) =
n∑
i=1

ki(x1, t)ki(x1, s).

Тогда энергетическая форма интегрального оператора принимает вид:

< Kx1y, y >=

 x1∫
x0

k1(x1, s)y(s)ds

2

+ . . .+

 x1∫
x0

kn(x1, s)y(s)ds

2

.

Таким образом, мы приходим к n однотипным вариационным задачам на условный
экстремум: 

Φi(x1, y) =
x1∫
x0

ki(x1, s)y(s)ds→ max,

G(x1, y)(t) =
x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds− λ(x1)y(t) = 0.(i = 1..n)

(27)

Найдя max
x1

Φi, i = 1..n, получаем оценку

max
x1
| < Kx1y, y > | ≤

(
max
x1

Φ1

)2

+ . . .+

(
max
x1

Φn

)2

.

Для определенности рассмотрим задачу (27) при i = 1 (для остальных i = 2..n

задача решается аналогично).
Из второго уравнения (27) получаем

λ(x1)y(t) =

 x1∫
x0

k1(x1, s)y(s)ds

 · k1(x1, t) + . . .+

 x1∫
x0

kn(x1, s)y(s)ds

 · kn(x1, t).

Вводя обозначения

α1(x1) =

x1∫
x0

k1(x1, s)y(s)ds , ..., αn(x1) =

x1∫
x0

kn(x1, s)y(s)ds,

получаем выражение для y(t):

y(t) =
α1(x1)

λ(x1)
k1(x1, t) + . . .+

αn(x1)

λ(x1)
kn(x1, t). (28)
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Подставляя (28) во второе уравнение (27), будем иметь:
α1 = α1(x1)

λ(x1)

x1∫
x0

k2
1(x1, s)ds+ . . .+ αn(x1)

λ(x1)

x1∫
x0

k1(x1, s)kn(x1, s)ds,

....................................................................

αn = α1(x1)
λ(x1)

x1∫
x0

kn(x1, s)k1(x1, s)ds+ . . .+ αn(x1)
λ(x1)

x1∫
x0

k2
n(x1, s)ds,

(29)

или, обозначая соответствующие интегралы через скалярные произведения в L2,
систему (29) можно переписать в виде:

α1λ = α1 < k1, k1 > +α2 < k1, k2 > + . . .+ αn < k1, kn >

......................................................................

αnλ = α1 < kn, k1 > +α2 < kn, k2 > + . . .+ αn < kn, kn >

(30)

Учитывая условие нормировки ‖y‖2 = 1, получаем:

n∑
i=1

α2
i < ki, ki > +2

n∑
i,j=1
i<j

αiαj < ki, kj >= λ2. (31)

Уравнения (30) и (31) образуют систему:

α1λ = α1 < k1, k1 > +α2 < k1, k2 > + . . .+ αn < k1, kn >

........................................................................

αnλ = α1 < kn, k1 > +α2 < kn, k2 > + . . .+ αn < kn, kn >∑n
i=1 α

2
i < ki, ki > +2

∑n
i,j=1
i<j

αiαj < ki, kj >= λ2.

(32)

Из (32) получаем следующее выражение для λ:

λ = α2
1 + α2

2 + . . .+ α2
n.

Случай невырожденного ядра. Применение метода множителей Лагран-
жа. Пусть

(Kx1y)(t) =

x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds,

и {kn(x1, ·)}∞n=1 — некоторый ортонормированный базис в L2[x0, x1]. Тогда, как из-
вестно ([5] гл. 7 §3 теорема 1), система {km(x1, t)kn(x1, s)}∞m,n=1 есть ортонормиро-
ванный базис в L2([x0, x1] × [x0, x1]). Разложим функцию k(x1, t, s) в двойной ряд
Фурье по данному базису:

k(x1, t, s) =
∞∑

m,n=1

cmn · km(x1, t)kn(x1, s).
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При этом
∑∞

m,n=1 c
2
mn < ∞, ввиду k(x1, ·, ·) ∈ L2. Теперь энергетическая форма

оператора Kx1 принимает вид

< Kx1y, y >=

∞∑
m,n=1

cmn ·

 x1∫
x0

km(x1, t)y(t)dt

 ·
 x1∫
x0

kn(x1, s)y(s)ds

 .

Таким образом, наша задача сводится к решению последовательности вариаци-
онных задач на условный экстремум (n = 1, 2, ...):


Φn(x1, y) =

x1∫
x0

kn(x1, s)y(s)ds→ max,

G(x1, y)(t) =
x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds− λ(x1)y(t) = 0,

(33)

с последующей глобальной оценкой

< Kx1y, y >=
∞∑

m,n=1

cmn ·max
x1
| < Kx1y, y > | ≤

∞∑
m,n=1

|cmn| ·
(
max
x1

Φm

)
·
(
max
x1

Φn

)
.

Перейдём к решению системы (33) при фиксированном n = N . Применяя метод
множителей Лагранжа, составляем функцию Лагранжа F = ΦN + l(G),
l ∈
(
C1([x0, x1])

)∗, и приходим к следующей системе уравнений:

∂F
∂x1

=

(
(kNy)

∣∣
x1

+
x1∫
x0

∂kN
∂x1

y(s)ds

)
+ l

(
(k(x1, t, s)y(s)

∣∣
x1

) +
x1∫
x0

∂k(x1,t,s)
∂x1

y(s)ds

)
−

−λ′(x1)l(y) = 0,

∂F
∂y h =

x1∫
x0

kN (x1, s)h(s)ds+ l

(
x1∫
x0

k(x1, t, s)h(s)ds− λ(x1)h(t)

)
= 0,

G(x1, y)(t) =
x1∫
x0

k(x1, t, s)y(s)ds− λ(x1)y(t) = 0.

(34)
Задача сводится к вычислению функционала l. Подставляя во второе уравнение
(34) h = kp, p = 1, 2, ..., приходим к системе:

< kN , kp > +

∞∑
m,n=1

cmnl(km(x1, t))· < kn(x1, s), kp(x1, s) > −λl(kp(x1, t)) = 0; (p ∈ N)

или, с учётом ортонормированности:




∑∞

m=1 cmN l(km(x1, t))− λ · l(kN (x1, t)) = −1, (p = N)

∑∞
m=1 cmpl(km(x1, t))− λ · l(kp(x1, t)) = 0. (p ∈ N, p 6= N)

(35)

Как известно ([7], Ch. II.9) , ввиду условия
∑∞

m,n=1 c
2
mn <∞, система (35) решает-

ся методом последовательных конечномерных аппроксимаций, т.е. ищутся пределы
решений "обрезанной системы"p× p при p→∞.

Находя все l(kp), мы тем самым полностью определим l. В (35) предполагается,
что собственное значение λ известно.

Выводы

В работе показана применимость метода множителей Лагранжа к вариационным
задачам изопериметрического типа с подвижной границей. Продемонстрирована
полезность полученных результатов при нахождении пика энергетической формы
интегрального оператора с подвижной границей.
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In this paper the applicability of Lagrange’s multipliers method for isoperimetric type
variational problems with movable boundary is shown. The obtained results are applied
for finding the peak of energy form of integral operator with movable boundary.
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ПРОСТЫЕ ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
K–ГЛАДКОСТИ ОСНОВНОГО ВАРИАЦИОННОГО

ФУНКЦИОНАЛА В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА W 1
2

Получены простые достаточные условия K–гладкости основного вариационного
функционала в пространстве Соболева W 1

2 . Исследована их связь с классическими
условиями на рост интегранта. Рассмотрены примеры.

Введение. Предварительные сведения

Активно ведущиеся в последние десятилетия исследования по экстремумам вари-
ационных функционалов в пространствах Соболева показали, что в пространствах с
гильбертовой интегральной метрикой основной вариационный функционал облада-
ет значительно худшими аналитическими свойствами, чем в случае банаховых про-
странств типа Ck. Так, в частности, в ([1]) установлено, что вариационный функци-
онал не является дважды дифференцируемым по Фреше в пространстве Соболева
W 1

2 . В работах ([2], [3], [4]) установлены некоторые варианты слабой непрерывно-
сти и слабой дифференцируемости в пространствах с интегральной метрикой. В
работах ([5], [6]) было показано, что в пространстве Соболева W 1

2 вариационный
функционал обладает более сильным свойством повторной компактной дифферен-
цируемости.

В работе [7] введено понятие псевдоквадратичного функционала и показа-
но, что требование псевдоквадратичности по y′ интегранта обеспечивает кор-
ректную определенность вариационного функционала в пространстве Соболева
W 1

2 . Далее введены вейерштрассовские классы псевдоквадратичных функциона-
лов WK2(z), W 1K2(z), W 2K2(z) и показано, что попадание интегранта в подхо-
дящий вейерштрассовский класс гарантирует, соответственно, K–непрерывность,
K–дифференцируемость и повторную K–дифференцируемость основного вариаци-
онного функционала в пространстве W 1

2 .
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В данной статье установлены простые достаточные условия принадлежности ин-
тегранта подходящим вейерштрассовским классам и исследована их связь с клас-
сическими оценками роста интегранта. Рассмотрены конкретные примеры.

Приведем необходимые определения и результаты ([5]–[8]).

Определение 1. Говорят, что борелевское отображение f : Ω× Y × Z =: T → F ,
где Ω—компактное пространство с конечной борелевской мерой, Y , Z, F—
вещественные банаховы пространства, псевдоквадратичное по z (f ∈ K2(z)), если f
можно представить в виде:

f(x, y, z) = P (x, y, z) +Q(x, y, z) · ‖z‖+R(x, y, z) · ‖z‖2, (1)

где для любого компакта C = CY ⊂ Y борелевские отображения P,Q, и R суще-
ственно по x ∈ Ω ограничены на TC = Ω× CY × Z.

Определение 2. Говорят, что отображение f вейерштрассовское псевдоквадра-
тичное: f ∈WK2(z), если представление (1) можно выбрать таким образом, что
для любого компакта C = CY ⊂ Y отображения P,Q и R равномерно непрерывны
и ограничены на TC .

Определение 3. Говорят, что отображение f принадлежит классу W 1K2(z), ес-
ли представление (1) можно выбрать таким образом, что для любого компакта
C = CY ⊂ Y не только P,Q и R, но также и градиенты ∇P := ∇yzP , ∇Q := ∇yzQ,
∇R := ∇yzR равномерно непрерывны и ограничены на TC .

Определение 4. Говорят, что отображение f принадлежит классу W 2K2(z), ес-
ли представление (1) можно выбрать таким образом, что для любого компак-
та C = CY ⊂ Y не только P,Q, R, их градиенты ∇P , ∇Q, ∇R, но и гессианы
H(P ) := Hyz(P ), H(Q) := Hyz(Q), H(R) := Hyz(R) равномерно непрерывны и огра-
ничены на TC .

Замечание 1. Отметим, что представление f = P +Q · ‖z‖+R · ‖z‖2 функции
f ∈ K2(z) (f ∈WK2(z), f ∈W 1K2(z), f ∈W 2K2(z)) можно, не меняя общности
рассуждений, заменить представлением

f = P̃ + R̃ · ‖z‖2 (2)

при сохранении требований определений 1, 2, 3, 4.

Определение 5. Пусть E—вещественное банахово пространство, Φ : E → R—
функционал на E. Говорят, что функционал Φ компактно непрерывен (K–
непрерывен) в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого компакта C ⊂ E
сужение Φ на (y + spanC) непрерывно в y относительно банаховой нормы ‖ · ‖C в
spanC, порожденной C.
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Аналогично, говорят, что Φ компактно (дважды) дифференцируем (K–
дифференцируем, дважды K–дифференцируем) в точке y ∈ E, если для любого аб-
солютно выпуклого компакта C ⊂ E сужение Φ на (y + spanC) (дважды) диффе-
ренцируем по Фреше в y относительно ‖ · ‖C .

Обозначим через Φ′K(y) и Φ′′K(y) первую и вторую K–производные Ψ, соответ-
ственно.

В [7] были получены следующие результаты.

Теорема 1. Пусть Ω = [a; b], E—банахово пространство, u = f(x, y, z),
f : Ω× E2 → R. Тогда при f ∈ K2(z) вариационный функционал Эйлера-Лагранжа

Φ(y) =

∫
Ω

f(x, y, y′)dx, y(·) ∈W 1
2 (Ω, E), (3)

определен всюду на W 1
2 (Ω, E).

Теорема 2. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈WK2(z), то функционал Эйлера-
Лагранжа (3) K–непрерывен всюду на W 1

2 (Ω, H).

Теорема 3. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈W 1K2(z), то функционал Эйлера-
Лагранжа (3) K–дифференцируем всюду на W 1

2 (Ω, H); при этом

Φ′K(y)h =

∫
Ω

[
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

]
dx (4)

Теорема 4. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈W 2K2(z), то функционал Эйлера-
Лагранжа (3) дважды K–дифференцируем всюду на W 1

2 (Ω, H); при этом

Φ′′K(y)(h, k) =

∫
Ω

[∂2f

∂y2
(x, y, y′)(h, k) +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)((h′, k) + (h, k′))+

+
∂2f

∂z2
(x, y, y′)(h′, k′)

]
dx. (5)

Замечание 2. Отметим, что K–аналитические свойства слабее классических.
В [9] рассмотрен пример интегрального функционала, который является K–
непрерывным в W 1

2 , но при этом разрывным в нуле в обычном смысле. Кроме того,
в [1] было впервые доказано, что вариационный функционал (3) в пространстве
W 1

2 в общем случае не является дважды сильно дифференцируемым (за исключе-
нием чисто квадратичного случая по y′). Нами получено в теореме 4 условие бо-
лее слабого свойства повторной K-дифференцируемости для более широкого класса
псевдоквадратичных интегрантов (см. примеры 1, 2).
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1. Достаточные условия принадлежности интегранта
классам WK2(z), W 1K2(z), W 2K2(z)

Как было выяснено выше, достаточными условиями K–непрерывности, K–
дифференцируемости, повторной K–дифференцируемости функционала Эйлера–
Лагранжа (3) являются условия попадания интегранта f(x, y, z) в классы WK2(z),
W 1K2(z), W 2K2(z) соответственно. В данном пункте мы опишем условия на ко-
эффициенты P и R в представлении f = P + R · ‖z‖2, при которых f попадает в
указанные классы.

Сначала выясним необходимые и достаточные условия попадания функции f в
класс WK2(z). Для этого введем вспомогательное понятие.

Определение 6. Борелевское отображение G : Ω× Y × Z =: T → F , где Ω—
компактное пространство с конечной борелевской мерой, Y , Z, F—вещественные
банаховы пространства, назовем вейерштрассовским по y (G ∈WK(y)), если для
любого абсолютно выпуклого компакта C = CY ⊂ Y G равномерно непрерывно и
ограничено на TC = Ω× CY × Z.

Из определения 1 немедленно следует

Предложение 1. Пусть, в обозначениях определения 1 функция f представима
в виде

f = P +R · ‖z‖2. (6)

Тогда f ∈WK2(z) в том и только в том случае, когда P ∈WK(y), R ∈WK(y).

Для описания достаточных условий попадания функции f в класс W 1K2(z), вве-
дем следующее

Определение 7. Пусть, в обозначениях определения 6, Y , Z—гильбертовы про-
странства и функция G непрерывно дифференцируема в Ω× Y × Z по (y, z). Будем
говорить, что G ∈W 1

K(y) (C1–вейерштрассовская по y), если (G,∇yzG) ∈WK(y),
или, что равносильно, ∂ki G ∈WK(y), k = 0, 1; i = y, z.

Справедливо следующее

Предложение 2. Пусть, в обозначениях определения 1, функция f представлена
в виде (6). Если P,R ∈W 1

K(y), то f ∈W 1K2(z).

Доказательство. Из определения 7 следует, что W 1
K(y) ⊂WK(y), откуда, по пред-

ложению 1, f ∈WK2(z).
Непосредственные вычисления показывают, что

∇yzf = ∇yzP + [2(0, R) · 〈z, ·〉+∇yzR · ‖z‖2]. (7)

Пусть 1 = ψ1(‖z‖) + ψ2(‖z‖)—разложение единицы в R, ψi равномерно непрерывны
и ограничены, 0 ≤ ψi ≤ 1 (i = 1, 2), suppψ1 ⊂ [0;M ], suppψ2 ⊂ [M − δ;∞) (M <∞).
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Перепишем (7) в виде:

∇yzf =

[
∇yzP + 2(0, R) · ψ1(‖z‖) · 〈z, ·〉

]
+

+

[
2(0, R) · ψ2(‖z‖) · 〈z, ·〉

‖z‖2
+∇yzR

]
· ‖z‖2 =: P̃ + R̃ · ‖z‖2.

При этом

a) ∇yzP ∈WK(y), (0, R) ∈WK(y), ψ1(‖z‖) равномерно непрерывна и ограни-
чена, ‖〈z, ·〉‖ ≤M при ‖z‖ ∈ suppψ1, откуда P̃ ∈WK(y).

b) (0, R) ∈WK(y), ψ2(‖z‖) равномерно непрерывна и ограничена, 〈z, ·〉/‖z‖2

равномерно непрерывна и ограничена при ‖z‖ ∈ [M − δ;∞), ∇yzR ∈WK(y),
откуда R̃ ∈WK(y).

Следовательно, по предложению 1, ∇yzf ∈WK2(z), откуда, по определению 1,
f ∈W 1K2(z). �

Теперь рассмотрим достаточные условия попадания функции f в классW 2K2(z).
Для этого введем следующее

Определение 8. Пусть, в обозначениях определения 6, Y , Z—гильбертовы про-
странства и функция G дважды непрерывно дифференцируема в Ω× Y × Z
по (y, z). Будем говорить, что G ∈W 2

K(y) (C2–вейерштрассовская по y), ес-
ли (G,∇yzG,HyzG) ∈WK(y), или, что равносильно, ∂kijG ∈WK(y), k = 0, 1, 2;
i, j = y, z.

Справедливо следующее

Предложение 3. Пусть, в обозначениях определений 1, функция f представлена
в виде (6). Если P,R ∈W 2

K(y), то f ∈W 2K2(z).

Доказательство. Из определения 8 следует, что W 2
K(y) ⊂W 1

K(y), откуда, по пред-
ложению 2, f ∈W 1K2(z).

Непосредственные вычисления показывают, что

Hyzf = [HyzP + 2(0, R) · 〈·, ··〉] + [4(0,∇yzR) · 〈z, ·〉+HyzR · ‖z‖2]. (8)

Используем снова разложение единицы в R : 1 = ψ1(‖z‖) + ψ2(‖z‖), где ψi
равномерно непрерывны и ограничены, 0 ≤ ψi ≤ 1 (i = 1, 2), suppψ1 ⊂ [0;M ],
suppψ2 ⊂ [M − δ;∞) (M <∞).

Тогда (8) перепишется в виде:

Hyzf =

[
HyzP + 2(0, R) · 〈·, ··〉+ 4(0,∇yzR) · ψ1(‖z‖) · 〈z, ·〉

]
+

+

[
4(0,∇yzR) · ψ2(‖z‖) · 〈z, ·〉

‖z‖2
+HyzR

]
· ‖z‖2 =: P̃ + R̃ · ‖z‖2.

При этом
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a) HyzP ∈WK(y), (0, R) ∈WK(y), ψ1(‖z‖) равномерно непрерывна и ограни-
чена, ‖〈·, ··〉‖ ≤ 1, (0,∇yzR) ∈WK(y), ‖〈z, ·〉‖ ≤M при ‖z‖ ∈ suppψ1, откуда
P̃ ∈WK(y).

b) (0,∇yzR) ∈WK(y), ψ2(‖z‖) равномерно непрерывна и ограничена, 〈z, ·〉/‖z‖2

равномерно непрерывна и ограничена на ‖z‖ ∈ [M − δ;∞), HyzR ∈WK(y),
откуда R̃ ∈WK(y).

Следовательно, по предложению 2, Hyzf ∈WK2(z), откуда, по определению 1,
f ∈W 2K2(z). �

Пример 1. Рассмотрим, как частный случай, интегрант вида
f(x, y, z) = ϕ(z) · ‖z‖2 + ψ(x, y). Если ϕ,ψ ∈W 2

K(y), то, в силу предложения 3,
f ∈W 2K2(z). Эти достаточные условия легко записать на языке джетов второго
порядка функций ϕ и ψ :

a) джет J2ϕ(z) = (ϕ(z), ϕ′(z), ϕ′′(z)) равномерно непрерывен и ограничен на
Z,

b) джет J2
yψ(x, y) = (ψ(x, y), ψ′y(x, y), ψ′′y2(x, y)) равномерно непрерывен и огра-

ничен на Ω× CY для любого абсолютно выпуклого компакта CY ⊂ Y .

Пример 2. Рассмотрим интегрант вида f(x, y, z) = ϕ(x, y) · ‖z‖2 +ψ(x, y, z). Тогда
f ∈W 2K2(z), если джеты второго порядка функций ϕ и ψ :

J2ϕ(x, y) = (ϕ(x, y), ϕ′y(x, y), ϕ′′y2(x, y))

и

J2
yzψ(x, y, z) =

(
ψ, (ψ′y, ψ

′
z),

(
ψ′′y2 ψ′′yz
ψ′′zy ψ′′z2

))
равномерно непрерывны и ограничены на Ω× CY для любого абсолютно выпуклого
компакта CY ⊂ Y .

Замечание 3. Отметим, что в приведенных примерах отсутствует, вообще говоря,
чистая квадратичность интегранта по z. Тем самым, по теореме Скрыпника (см. [1]),
отсутствует повторная сильная дифференцируемость Φ(y). В тоже время, в силу
теоремы 3, Φ(y) является дважды К-дифференцируемым.

2. Сравнение полученных условий с классическими оценками роста
интегранта

Во многих работах по абсолютным экстремумам вариационных функционалов в
пространствах СоболеваW 1

p ([a; b],R) на интегрант f(x, y, z) налагается так называ-
емое условие роста по z ([10], [11])

f(x, y, z) ≥ α|z|p + β, где α > 0, β ∈ R.
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В частности, при p = 2 условие роста принимает вид:

f(x, y, z) ≥ αz2 + β.

Напомним, что классическая теорема Тонелли ([10]) утверждает, что, в предпо-
ложениях гладкости по x и y, гладкости и выпуклости по z интегранта, выполнении
условия p–роста и корректной определенности всюду в W 1

p ([a; b],R) основной вари-
ационный функционал

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y(x), y′(x))dx, где y(·) = W 1
p ([a; b],R), (9)

достигает абсолютного минимума в W 1
p ([a; b],R). При этом Φ(y) слабо полунепре-

рывен снизу (проверка чего является ядром доказательства теоремы).
Условие же корректной определенности Φ(y) в W 1

p обеспечивается, как пра-
вило, ограничением на рост сверху (условием роста не выше p-ой степе-
ни) ([10], [12], [13]):

f(x, y, z) ≤ γ|z|p + δ, где γ > 0, δ ∈ R.

Таким образом, условие p–роста вместе с условием роста не выше p-ой степени
приводит, в случае W 1

2 , к условию двойной оценки:

αz2 + β ≤ f(x, y, z) ≤ γz2 + δ (10)

(как правило, вместе с условием выпуклости по z).
Сравним найденные в теоремах 1, 2, 3 и 4 условия на интегрант f с условием (10)

(в случае W 1
2 ([a; b],R)).

1) Условие f ∈ K2(z) в теореме 1 о корректной определенности Φ(y) в W 1
2 озна-

чает, по определению 1, представимость f в виде

f(x, y, z) = P (x, y, z) +R(x, y, z) · z2, (11)

где для любого компакта C = CY ⊂ R отображения P , R существенно по x ∈ [a; b]

ограничены на [a; b]× CY × R. Следовательно, оценка сверху f(x, y, z) ≤ γz2 + δ

требуется лишь локально по y, квадратичная оценка снизу из (10) вообще не тре-
буется.

2) Условие f ∈WK2(z) в теореме 2 оK–непрерывности Φ(y) выполнено, согласно
предложению 1, если в представлении (11) P,R ∈WK(y).

Здесь также, переходя к супремумам на каждом компакте по y, мы получаем
локальное по y условие роста не выше квадратичного:

f(x, y, z) ≤ sup
x∈[a;b],

z∈R,y∈CY

P (x, y, z) +

(
sup
x∈[a;b],

z∈R,y∈CY

R(x, y, z)

)
· z2,
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где δ = sup
x∈[a;b],

z∈R,y∈CY

P (x, y, z) и γ = sup
x∈[a;b],

z∈R,y∈CY

R(x, y, z) зависят от компакта CY . Сформу-

лируем полученный результат в виде предложения.

Предложение 4. Если f(x, y, z) = P (x, y, z) +R(x, y, z) · z2, где P,R ∈WK(y) на
[a; b]× RY × RZ , то f локально по y имеет рост по z не выше квадратичного: для
любого абсолютно выпуклого компакта CY ⊂ RY существуют такие γ > 0, δ ∈ R,
зависящие от CY , что

f(x, y, z) ≤ γz2 + δ,

для любых x ∈ [a; b], z ∈ RZ .

Условие квадратичного роста (квадратичная оценка снизу) будет иметь место
локально лишь при R ≥ r2

CY
> 0 и P ≥ pCY на каждом компакте CY :

f(x, y, z) ≥ inf
x∈[a;b],

z∈R,y∈CY

P (x, y, z) +

(
inf

x∈[a;b],
z∈R,y∈CY

R(x, y, z)

)
· z2.

В частности, если R и P не зависят от z, и R положительно, то по теореме Вей-
ерштрасса, для любого абсолютно выпуклого компакта CY ⊂ RY inf

x∈[a;b],
y∈CY

R(x, y) > 0,

inf
x∈[a;b],
y∈CY

P (x, y) > −∞.

Сформулируем полученный результат в виде предложения.

Предложение 5. Если f(x, y, z) = P (x, y) +R(x, y) · z2, где P,R ∈WK(y) на
[a; b]× RY и R(x, y) > 0, то для любого абсолютно выпуклого компакта CY ⊂ RY
существуют такие α > 0, β ∈ R, зависящие от CY , что

f(x, y, z) ≥ αz2 + β,

для любых x ∈ [a; b], z ∈ RZ .

Заметим, что в условиях последнего предложения f является выпуклой по z для
любых x ∈ [a; b], y ∈ RY .

Рассмотрим некоторые конкретные примеры

Пример 3. Функция

f1(x, y, z) = ey · z2 + sin(x+ y + z)

локально по y удовлетворяет оценке (10):

(y ∈ [m;M ])⇒ (em · z2 − 1 ≤ f1(x, y, z) ≤ eM · z2 + 1).

Пример 4. Функция

f2(x, y, z) = ey sin2(x+ y + z) · z2
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локально по y удовлетворяет только верхней оценке (10):

(y ∈ [m;M ])⇒ (f2(x, y, z) ≤ eM · z2),

так как при любом y ∈ R : f2(x, y, z) = 0 при некоторых x, z ∈ R.

Отметим, что обе рассматриваемые функции принадлежат классуWK2(z) (и да-
же W 2K2(z)), при этом ни одна из них не удовлетворяет оценкам (10) глобально
по y. Заметим также, что как f1(x, y, z), так и f2(x, y, z) не являются выпуклы-
ми по z. Таким образом, полученные условия на f являются более общими, чем
соответствующие классические двухсторонние оценки роста интегранта в W 1

2 .

Замечание 4. Условие f ∈WK2(z), разумеется, не гарантирует слабой полуне-
прерывности снизу функционала Φ(y). Однако, согласно теореме 2, Φ(y) будет при
этом условии K–непрерывным. В случае же f ∈W 2K2(z) (как в рассмотренных
выше примерах) Φ(y) будет дважды K–дифференцируемым. Кроме того, можно
отметить, что Φ может достигать компактного минимума ([5]), который при этом
не является локальным (а тем более, абсолютным), без двойной квадратичной оцен-
ки (10) и без условия выпуклости по z.

Выводы

В работе получены простые достаточные условия принадлежности интегранта
вейерштрассовским классам WK2(z), W 1K2(z), W 2K2(z), что, в свою очередь, га-
рантирует, соответственно, K–непрерывность, K–дифференцируемость и повтор-
ную K–дифференцируемость вариационного функционала в пространстве Собо-
лева W 1

2 . Исследована их связь с классическими условиями на рост интегранта.
Рассмотрены примеры.

Автор выражает благодарность И.В. Орлову за полезные обсуждения и замеча-
ния.
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Отримано простi достатнi умови K–гладкостi основного варiацiйного функцiона-
ла в просторi Соболєва W 1

2 . Дослiджений їх зв’язок iз класичними умовами на рiст
iнтегранта. Розглянуто приклади.

The simple sufficient conditions of K–smoothness of the basic variational functional
in Sobolev space W 1

2 are obtained. The connection between these conditions and the
classical growth conditions for integrand is investigated. The examples are considered.
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ОПЕРАТОРНЫЙ ПОДХОД К ПРОБЛЕМЕ МАЛЫХ
ДВИЖЕНИЙ И НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ
МАЯТНИКА С ПОЛОСТЬЮ, ЗАПОЛНЕННОЙ
СИСТЕМОЙ ИЗ КАПИЛЛЯРНЫХ ВЯЗКИХ

ЖИДКОСТЕЙ

В работе рассматривается задача о малых движениях и нормальных колебани-
ях маятника с полостью, заполненной системой из капиллярных вязких жидкостей.
Доказана сильная разрешимость исследуемой гидросистемы. Приведена асимптоти-
ка собственных значений и доказана теорема о базисности Абеля–Лидского системы
корневых элементов. Доказано также обращение теоремы Лагранжа об устойчиво-
сти.

В работе рассматривается пространственная задача о малых движениях и нор-
мальных колебаниях тела с полостью, заполненной системой из капиллярных вяз-
ких жидкостей. Доказана сильная разрешимость исследуемой начально–краевой
задачи. Приведена асимптотика собственных значений и доказана теорема о базис-
ности Абеля–Лидского системы собственных и присоединенных элементов. Полу-
чено также обращение теоремы Лагранжа об устойчивости.

1. Постановка задачи. Закон баланса полной энергии системы

Будем считать, что пространственный маятник с полостью, заполненной систе-
мой из m+ 1 капиллярных вязких жидкостей, совершает малые движения относи-
тельно неподвижной точки O, являющейся точкой подвеса. Наряду с неподвижной
системой координат Oy1y2y3 введем подвижную систему Ox1x2x3, жестко связан-
ную с телом и расположенную так, что ось Ox3 проходит через центр масс C в
состоянии покоя.

Учитывая действие однородного гравитационного поля ~g = −g~e3, малого мо-
мента внешних сил ~M(t) и малого внешнего поля массовых сил ~fk(t, x), а также
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используя введенные в [1], [2] обозначения, сформулируем полную математическую
постановку исследуемой задачи:

ρk
∂~uk
∂t

+ρk

(
d~ω

dt
× ~r
)

+∇pk = νρ0
k4~uk+ρk ~fk, div~uk = 0 (в Ωk; k = 1,m+ 1), (1)

~uk = ~0 (на Sk; k = 1,m+ 1), ~uj+1 = ~uj (на Γj ; j = 1,m), (2)

pj − pj+1 + 2ν
(
ρ0
ju
j
3,3 − ρ

0
j+1u

j+1
3,3

)
= −Ljζj − (ρj − ρj+1) g

[(
P2
~δ × ~r

)
· ~e3

]
:=

:= σj4Γjζj − σj
(
(k1
j )

2 + (k2
j )

2
)
ζj + (ρj − ρj+1) g cos ̂(~nj , ~e3) ζj− (3)

− (ρj − ρj+1) g
[(
P2
~δ × ~r

)
· ~e3

]
(на Γj ; j = 1,m),

∂ζj
∂t

= ujn := ~uj · ~nj = ~uj+1 · ~nj (на Γj ; j = 1,m), (4)∫
Γj

ζjdΓj = 0, ζj = 0 (на ∂Γj ; j = 1,m), (5)

νρ0
j

(
uji,3 + uj3,i

)
− νρ0

j+1

(
uj+1
i,3 + uj+1

3,i

)
= 0 (на Γj ; j = 1,m; i = 1, 2), (6)

m+1∑
k=1

ρk
d

dt

∫
Ωk

(~r × ~uk)dΩk + ~J
d~ω

dt
+ α~ω +mglP2

~δ−

−g
m∑
j=1

(ρj − ρj+1)

∫
Γj

(~e3 × ~r)ζjdΓj = ~M(t), (7)

dP2
~δ

dt
= P2~ω,

d

dt
δ3 = ω3, (8)

~uk(0, x) = ~uk
0(x) (x ∈ Ωk; k = 1,m+ 1), ζj(0, ξ) = ζ0

j (ξ) (ξ ∈ Γj ; j = 1,m),

(9)
~ω(0) = ~ω0, ~δ(0) = ~δ0, ~u0

j = ~u0
j+1 (на Γj ; j = 1,m). (10)

Здесь ρk — плотность жидкости, занимаемой область Ωk, k = 1,m+ 1; ρ0
k —

фиксированная величина размерности плотности; ν > 0 — средняя кинемати-
ческая вязкость системы; ~uk(t, x) — поля скоростей жидкостей, pk(t, x) — дина-
мические давления, uji,k — ковариантная производная вектора uji по переменной
ξk; σj > 0 — коэффициент поверхностного натяжения на границе двух соседних
жидкостей; k1

j , k
2
j — главные кривизны равновесной поверхности Γj (j = 1,m);

P2
~δ =

2∑
k=1

δk~ek — проекция вектора ~δ на плоскость Ox1x2 (~δ = P2
~δ + ~δ3, ~δ3 = δ3~e3);

~r = x1~e1 + x2~e2 + x3~e3 — радиус–вектор точки области Ωk, S =
m+1⋃
k=1

Sk — твер-

дая стенка сосуда Ω; ζj(t, ξ), ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Γj , — функции, заданные на Γj и
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определяющие отклонения вдоль нормалей ~nj к Γj возмущенных движущихся по-

верхностей Γj(t) от невозмущенных поверхностей Γj ; m := mт +
m+1∑
k=1

(mж)k — мас-

са всей системы, равная сумме массы тела mт и массы всех жидкостей
m+1∑
k=1

(mж)k,

(mж)k = ρk |Ωk|; ~J := ~Jт +
m+1∑
k=1

( ~Jж)k > 0 — тензор инерции тела ~Jт и тензор инер-

ции жидкостей ( ~Jж)k (k = 1,m+ 1), ~ω =
3∑
i=1

ωi~ei — вектор угловой скорости всей
системы.

Таким образом, задача о малых движениях маятника с полостью, заполненной
системой из капиллярных вязких жидкостей, состоит в решении уравнений Навье–
Стокса (1), уравнения момента количества движения (7) при краевых условиях (2)–
(6), а также кинематических связей (8) и начальных условиях (9), (10).

Прежде чем исследовать задачу (1)–(10), установим закон баланса полной энер-
гии для ее классического решения. С этой целью умножим обе части уравнения (7)
на ~ω (скалярно в R3), а обе части (1) на ~uk и проинтегрируем по Ωk, приходим к
закону баланса полной энергии в дифференциальной форме:

1

2

d

dt


m+1∑
i=k

ρk

∫
Ωk

|~uk|2dΩk + 2
m+1∑
i=k

ρk

∫
Ωk

(~ω × ~r) · ~ukdΩk + ~J |~ω|2

+

+
1

2

d

dt


m∑
j=1

∫
Γj

[
σj |∇Γjζj |2 + aΓj |ζj |2

]
dΓj +mgl|P2

~δ|2+

+2g
m∑
j=1

(ρj − ρj+1)

∫
Γj

[
(P2

~δ × ~r) · ~e3

]
ζjdΓj

 = (11)

=

m+1∑
i=k

ρk

∫
Ωk

~fk · ~ukdΩk + ~M(t) · ~ω −

[
m+1∑
i=k

µkEk(~uk, ~uk) + α|~ω|2
]
,

где билинейный функционал

Ê (û, v̂) :=

m∑
k=1

µkEk (~uk, ~vk) , (12)

Ek(~uk, ~uk) :=
1

2

∫
Ωk

3∑
q,j=1

(
∂ukq
∂xj

+
∂ukj
∂xq

)2

dΩk. (13)

В (11) первое слагаемое слева в фигурных скобках есть удвоенная кинетиче-
ская энергия системы, а слагаемое во вторых скобках — ее потенциальная энергия.
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Справа стоит выражение, равное мощности внешних сил, действующих на систему,
и скорости диссипации энергии за счет вязкости жидкости и трения в шарнире.

2. Переход к задаче Коши для системы
дифференциально–операторных уравнений

Исследование задачи (1)–(10) будем проводить методами функционального ана-
лиза, в частности, методами теории дифференциальных уравнений в гильбертовом
пространстве, теории полугрупп операторов.

Будем считать, что наборы векторных полей скоростей жидкостей
û = {~uk(t, x)}m+1

k=1 при каждом t являются элементами гильбертова пространства
L̂2(Ω), ортогональное разложение которого аналогично разложению пространства
вектор–функций ~L2(Ω) (см. [3], с. 106):

L̂2(Ω) := Ĵ0,S(Ω)⊕ Ĝ0,Γ(Ω), (14)

Ĵ0,S(Ω) :=
{
v̂ ∈ L̂2(Ω) : div~vk = 0 (в Ωk),

~vk · ~n = 0 (на Sk), ~vj · ~nj = ~vj+1 · ~nj (на Γj)} , (15)

Ĝ0,Γ(Ω) :=
{
ŵ = {~wk}m+1

k=1 ∈ L̂2(Ω) : ~wk = ∇ϕk (в Ωk),

k = 1,m+ 1, ρj ϕj − ρj+1 ϕj+1 = 0 (на Γj), j = 1,m
}
. (16)

При исследовании проблемы малых движений рассматриваемой гидромеханиче-
ской системы нам понадобится плотное в Ĵ0,S(Ω) пространство

Ĵ1
0,S(Ω) :=

{
û = {~uk(x)}m+1

k=1 : div ~uk = 0 (в Ωk), ~uk = ~0 (на Sk),

Ek (~uk, ~vk) <∞ (k = 1,m+ 1), ~uj = ~uj+1 (на Γj ; j = 1,m)
}

(17)

со скалярным произведением

(û, v̂)
Ĵ1
0,S(Ω)

:=

m+1∑
k=1

µkEk (~uk, ~vk) . (18)

Далее, введем ортопроекторы θj : L2(Γj)→ L2,Γj

(
L2,Γj := {ϕj ∈ L2(Γj) :

(ϕj , 1Γj )0 = 0
})

и операторы Bj := θjLjθj , D(Bj) = H2(Γj) ∩ H1
0 (Γj) ∩ L2,Γj . С

учетом соотношения

pj − pj+1 = ϕj − ϕj+1 (на Γj),

∫
Γj

(pj − pj+1) dΓj = 0 (j = 1,m), (19)

преобразуем группу динамических условий (3):

ϕj −ϕj+1 + 2ν
[
ρ0
ju
j
3,3 − ρ

0
j+1u

j+1
3,3

]
= −Bjζj − (ρj − ρj+1)gθj

[
(P2

~δ × ~r) · ~e3

]
(на Γj).

(20)
Будем считать, как и в [2], что наборы функций û := {~uk(t, x)}m+1

k=1 , 5̂ρp =

5̂ρp(t, x) =
{
ρ−1
k ∇pk

}m+1

k=1
, т.е. решения задачи (1)–(10), при каждом t являются
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элементами гильбертова пространства (14). Тогда уравнения (1) можно записать в
виде одного уравнения в гильбертовом пространстве L̂2(Ω):

∂û

∂t
+
d̂~ω

dt
× ~r = −5̂ρ p+ ν

(
4̂u
)

+ f̂ , (21)

где
d̂~ω

dt
× ~r :=

{
d~ω

dt
× ~r

∣∣∣∣
Ωk

}m+1

k=1

, ν
(
4̂u
)

:= ν

{
ρ0
k

ρk
~uk

}m+1

k=1

, (22)

f̂ :=
{
~fk(t, x)

}m+1

k=1
, 5̂ρ p :=

{
ρ−1
k ∇pk(t, x)

}m+1

k=1
. (23)

Далее предполагаем, что все слагаемые в (21) являются функциями переменной
t со значениями в гильбертовом пространстве L̂2(Ω).

Как следует из уравнений и граничных условий проблемы (1)–(10), а также опре-
делений подпространств (15), (16), для ее решений выполнены свойства

û(t, x) ∈ Ĵ0,S(Ω), 5̂ρ p ∈ Ĝ0,Γ(Ω)⊕ Ĝh,S(Ω) =: Ĝ(Ω), (24)

где

Ĝh,S(Ω) = {v̂ = {~vk(x)}m+1
k=1 ∈ L̂2(Ω) : ~vk = ∇ϕk, ∆ϕk = 0 (Ωk), k = 1,m+ 1,

∂ϕk
∂n

= 0 (Sk),
∂ϕj
∂nj

=
∂ϕj+1

∂nj
(Γj),

∫
Γj

(ρjϕj − ρj+1ϕj)dΓj = 0,

∫
Γm

ρm+1ϕm+1dΓj = 0}.

(25)
Представим потенциальное поле 5̂ρ p в виде

5̂ρ p = 5̂ρ κ + 5̂ρ ϕ, 5̂ρ κ =

{
1

ρk
∇κk(t, x)

}m+1

k=1

∈ Ĝ0,Γ(Ω), (26)

5̂ρ ϕ =

{
1

ρk
∇ϕk(t, x)

}m+1

k=1

∈ Ĝh,S(Ω), (27)

и введем ортопроекторы P̂0,S и P̂0,Γ на подпространства Ĵ0,S(Ω) и Ĝ0,Γ(Ω) соответ-
ственно (см. (14)–(16)). В результате действия этими ортопроекторами на обе части
уравнения (21) имеем:

dû

dt
+ P̂0,S

(
d̂~ω

dt
× ~r

)
= −5̂ρ ϕ+ νP̂0,S

(
4̂u
)

+ P̂0,S f̂ , (28)

P̂0,Γ

(
d̂~ω

dt
× ~r

)
= −5̂ρ κ + νP̂0,Γ

(
4̂u
)

+ P̂0,Γf̂ . (29)

Отсюда следует, что если поля û, f̂ и вектор ~ω известны, то поле 5̂ρ κ находится
непосредственно из (29); в то же время это поле не входит в (28), а также в усло-
вия (20). Поэтому в дальнейшем рассматриваем начально–краевую задачу (7), (28),
(20), (2), (4)–(10).
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Воспользуемся теперь методом вспомогательных задач С.Г. Крейна (см., напри-
мер, [3], с. 277–280). Представим решение исследуемой задачи в виде

û = v̂ + ŵ, (30)

где функция v̂ = {~vk}m+1
k=1 = ν−1Â−1f̂u, f̂u := −dû/dt −

P̂0,S

(
d̂~ω
dt × ~r

)
+ P̂0,S f̂ , и функция ŵ = {~wk}m+1

k=1 = ν−1V̂ ψ̂, ψ̂ :={
−Bjζj − (ρj − ρj+1)gθj

[
(P2

~δ × ~r) · ~e3

]}m+1

k=1
, являются решениями первой и

второй вспомогательных задач С.Г. Крейна соответственно.
Отметим, что оператор V̂ второй вспомогательной задачи С.Г. Крейна ограни-

ченно действует из
(
Ĥ1/2(Γ) ∩ L̂2,Γ

)∗
=:
(
Ĥ

1/2
Γ

)∗
= Ĥ

−1/2
Γ в M̂1(Ω) ⊂ Ĵ1

0,S(Ω).

Отметим также, что оператор Â первой вспомогательной задачи С.Г. Крейна
является оператором гильбертовой пары пространств

(
Ĵ1

0,S(Ω); Ĵ0,S(Ω)
)
; при этом

0 < Â−1 — компактный оператор, а собственные значения
{
λk(Â)

}∞
k=1

положитель-
ны и имеют асимптотическое поведение

λk(Â) = c
−2/3

Â
k2/3[1 + o(1)] (k →∞), c

Â
:=

1

3π2

m+1∑
α=1

ρ0
α

ρα
|Ωα| > 0. (31)

Введем в пространстве Ĵ1
0,S(Ω) его подпространство

N̂1(Ω) :=

{
v̂ ∈ Ĵ1

0,S(Ω) : γ̂nv̂ =
{

(~vj · ~nj)Γj

}m
j=1

= 0

}
, (32)

а также ортогональное дополнение M̂1(Ω) :

Ĵ1
0,S(Ω) = D(Â1/2) = N̂1(Ω)⊕ M̂1(Ω), dim N̂1(Ω) =∞. (33)

Опираясь на (33), введем ортогональное разложение

Ĵ0,S(Ω) = Â1/2Ĵ1
0,S(Ω) = N̂0(Ω)⊕ M̂0(Ω) := Â1/2N̂1(Ω)⊕ Â1/2M̂1(Ω). (34)

Далее введем обозначения:

ρ̂ := diag (ρk Ik)
m+1
k=1 , 4̂ρ := diag ((ρj − ρj+1) Ij)

m
j=1 ,

ζ̂ := {ζj(t)}mj=1 ∈ L̂2,Γ := ⊕mj=1L2,Γj , θ̂ := diag{θj}mj=1, B̂σ := diag{Bj}mj=1.

Тогда взамен задачи (7), (28), (20), (2), (4)–(10) возникает задача Коши для следу-
ющей системы дифференциально–операторных уравнений:

dv̂

dt
+
dŵ

dt
+ P̂0,S

(
d̂~ω

dt
× ~r

)
+ νÂv̂ = P̂0,S f̂ , (35)

dŵ

dt
+

1

ν
V̂ B̂σγ̂n(v̂ + ŵ) +

g

ν
4̂ρV̂ θ̂ [(P2~ω × ~r) · ~e3] = ~0, (36)
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ρ̂
d

dt

∫
Ω

[~r × (v̂ + ω̂)] dΩ + ~J
d~ω

dt
+ α~ω +mglP2

~δ − g4̂ρ
∫
Γ

(~e3 × ~r)ζ̂dΓ = ~M(t), (37)

dζ̂

dt
− γ̂n (v̂ + ŵ) = 0,

dP2
~δ

dt
= P2~ω,

d

dt
δ3 = ω3, (38)

ŵ(0) = ŵ0, v̂(0) = v̂0, ζ̂(0) = ζ̂0, ~δ(0) = ~δ0, ~ω(0) = ~ω0. (39)

3. Теорема о сильной разрешимости

Введем в рассмотрение следующие операторы

Q̂ := γ̂nÂ
−1/2 : Ĵ0,S(Ω)→ Ĥ

1/2
Γ , Q̂∗ := Â1/2V̂ : Ĥ

−1/2
Γ → M̂0(Ω) ⊂ Ĵ0,S(Ω), (40)

а также неограниченный положительно определенный оператор

B̂ := Q̂∗B̂σQ |M̂0(Ω)
, D(B̂) = R(B̂−1) ⊂ M̂0(Ω), R(B̂) = M̂0(Ω). (41)

Отметим, что оператор B̂ имеет дискретный спектр и его собственные значения{
λk(B̂)

}∞
k=1

имеют степенную асимптотику (см. [4]):

λk(B̂) =

 m∑
j=1

σj
|Γj |
π

−1/2

k1/2[1 + o(1)] (k →∞). (42)

Известно, что операторы Q̂ и Q̂∗ взаимно сопряжены и компактны (см., на-
пример, [3], с. 282), оператор B̂σ положительно определен в L̂2,Γ, а оператор
B̂1 := Â−1/2B̂Â1/2 : M̂1(Ω)→ M̂1(Ω) “подобен” оператору B̂.

Введем также ортопроектор P̂ : Ĵ0, S(Ω)→ M̂0(Ω) и операторы

R̂ := B̂1/2P̂ Â−1/2 : Ĵ0, S(Ω)→ M̂0(Ω), R̂+ := Â−1/2P̂ B̂1/2 : D(B̂1/2)→ M̂1(Ω).

(43)
Операторы R̂ и R̂+ обладают свойствами (см. [4]):

R̂ ∈ S∞(Ĵ0, S(Ω); M̂0(Ω)), R̂+ = R̂∗ | D(B̂1/2), R̂+ = R̂∗. (44)

С помощью введенных операторов осуществим в задаче (35)–(39) следующие фор-
мальные преобразования, позволяющие перейти от нее к задаче Коши для абстракт-
ного параболического уравнения. Осуществим в этой задаче замену

ŵ = ν−1R̂+ẑ, ẑ ∈ D(B̂1/2) ⊂ M̂0(Ω), (45)

и учтем соотношение
d

dt

(
R̂+ẑ

)
= R̂∗

dẑ

dt
. (46)

В итоге приходим вместо (35)–(39) к системе уравнений и начальных условий,
которые для искомого объекта

x = (v̂; ẑ; ~ω; ζ̂;P2
~δ)t ∈ Ĵ0, S(Ω)⊕ M̂0(Ω)⊕ C3 ⊕ L̂2,Γ ⊕ C2 =: Ĥ (47)
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можно представить в виде задачи Коши

Ã
dx

dt
+ B̃x = f̃(t), x(0) = x0, f̃(t) :=

(
P̂0,S f̂ ; 0̂; ~M(t); 0;~0

)t
, (48)

Ãx =



v̂ + ν−1R̂∗ẑ + P̂0,S(~ω × ~r)
ẑ

ρ̂
∫
Ω

~r ×
(
v̂ + ν−1R̂∗ẑ

)
dΩ + ~J~ω

ζ̂

P2
~δ


, (49)

B̃x =



νÂv̂

B̂1/2Â1/2
(
v̂ + ν−1Â−1/2B̂1/2ẑ

)
+ gρ̂B̂−1/2P̂ Q̂∗

[
θ̂ (P2~ω × ~r) · ~e3

]
α~ω +mglP2

~δ − gρ̂
∫
Γ

(~e3 × ~r)ζ̂dΓ

−γ̂n
(
v̂ + ν−1R̂+ẑ

)
−P2~ω


. (50)

Приведем теперь свойства операторных коэффициентов Ã и B̃ задачи (48).

Лемма 1. Оператор Ã является обратимым и

Ã = A0 +R1, A0 = diag(Î; Î; ~J ; Î; I)� 0, R1 ∈ S∞(Ĥ). (51)

Доказательство. Оно проводится по схеме, изложенной в работе [1]. В самом деле,
достаточно рассмотреть следующую однородную систему уравнений:

Â11 v̂ + Â12 ẑ +A13~ω = ~0,

Â22 ẑ = ~0,

Â31v̂ + Â32 ẑ +A33 ~ω = ~0,

⇔


v̂ + ν−1R∗ ẑ + Â13~ω = ~0,

ẑ = ~0,

Â31v̂ + ν−1 Â31R
+ ẑ + ~J ~ω = ~0.

Отсюда имеем 
ẑ = ~0,

v̂ + Â13~ω = ~0,

Â31v̂ + ~J ~ω = ~0.

(52)

Как было доказано в [1], получаем, что оператор

(
Â11 A13

Â31 A33

)
положителен в

Ĵ0, S(Ω) ⊕ C3. Далее, согласно определению (49), для оператора Ã следуют утвер-
ждения леммы. �

Лемма 2. Оператор B̃ можно представить в виде:

B̃ = (I +R2) B̃0 + B̃1, B̃0 = diag(νÂ; ν−1B̂;α; Î; I), B̃1 ∈ L(Ĥ), R2 ∈ S∞(Ĥ). (53)
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Доказательство. Оно проводится аналогично доказательству соответствующей
леммы для случая, когда плоский маятник заполнен одной капиллярной вязкой
жидкостью (см. [1]).

В самом деле, оператор B̃ можно представить в виде суммы B̃ = B̃1 + B̃2, где

B̃1 =



0 0 0 0 0

0 0 g∆̂ρB̂−1/2Q̂∗[θ̂((...)× ~r) · ~e3] 0 0

0 0 0 −g∆̂ρ
∫
Γ

(~e3 × ~r)(. . .)dΓ mgl

0 0 0 −Î 0

0 0 −1 0 −I

 (54)

является ограниченным оператором, а оператор

B̃2 =


ν Â 0 0 0 0

R̂Â ν−1 B̂ 0 0 0

0 0 α 0 0

−γ̂n −ν−1 γ̂nR
+ 0 I 0

0 0 0 0 I

 , D(B̃2) = D(Â)⊕D(B̂)⊕ C3 ⊕ L̂2,Γ ⊕ C2.

(55)
Далее, оператор B̃2 представим в виде:

B̃2 = (I +R2)B̃0, (56)

где

B̃0 = diag(ν Â; ν−1 B̂; α; Î; I), D(B̃0) = D(Â)⊕D(B̂)⊕ C3 ⊕ L̂2,Γ ⊕ C2, (57)

и

R2 =


0 0 0 0 0

ν−1 R̂ 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−ν−1 Q̂Â−1/2 Q̂B̂−1/2 0 0 0

0 0 0 0 0

 (58)

является компактным оператором. �
С учетом лемм 1 и 2 задача (48) принимает вид

(A0 +R1)
dx

dt
+ (I +R2)B̃0x+ B̃1x = f̃(t), x(0) = x0, (59)

x(t) = (v̂; ẑ; ~ω; ζ̂;P2
~δ)t ∈ Ĵ0,S(Ω)⊕ M̂0(Ω)⊕ C3 ⊕ L̂2,Γ ⊕ C2 := Ĥ. (60)

Далее, задача (59)–(60) равносильна задаче Коши:
dy

dt
= −(I + T )B̂0y − Ĉ0y + f̂0, y(0) = y0, (61)

y := A
1/2
0 x = (A

1/2
0 v̂; A

1/2
0 ẑ; A

1/2
0 ~ω; P2A

1/2
0 ζ̂; A

1/2
0
~δ)t, (62)

I + T := (I + R̂1)−1(I + R̂2), T ∈ S∞(Ĥ), f̂0 := (I + R̂1)−1A
−1/2
0 f̃ , (63)
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B̂0 := A
−1/2
0 B̃0A

−1/2
0 , B̃0 = diag(ν Â; ν−1B̂; α; Î; I), (64)

Ĉ0 = (I + R̂1)−1A
−1/2
0 B̃1A

−1/2
0 , R̂1 = A

−1/2
0 R1A

−1/2
0 , R̂2 = A

−1/2
0 R2A

1/2
0 . (65)

Здесь оператор−(I+T )B̂0−Ĉ0 является генератором аналитической полугруппы,
так как B̂0 = B̂∗0 � 0, T ∈ S∞(Ĥ), Ĉ0 ∈ L(Ĥ).

Теорема 1. Пусть в задаче (1)–(10) выполнены условия

~M(t) ∈ Cα([0, T ]; C), 0 < α ≤ 1, (66)

f̂(t, x) = {fk(t, x)}m+1
k=1 ∈ C

α([0, T ]; L̂2(Ω)), û 0 ∈ Ĵ0, S(Ω), û 0 = v̂ 0 + ŵ 0, (67)

v̂0 ∈ D(Â) ⊂ Ĵ1
0, S(Ω), ŵ 0 ∈ M̂1(Ω) ⊂ Ĵ1

0, S(Ω), γ̂n ŵ
0 ∈ D

(
B̂1/2
σ

)
,

ζ̂0 ∈ D(B̂σ) ⊂ L̂2,Γ, ~ω0 ∈ C3, ~δ0 ∈ C3.

Тогда задача Коши (61), а также задача (48) имеют единственное сильное ре-
шение на отрезке [0, T ], т.е. все слагаемые в (61), (48) являются непрерывными
функциями t ∈ [0, T ] и выполнены начальные условия. �

Замечание 5. Пусть решение задачи (48) обладает следующими дополнительными
свойствами гладкости по t:

B̂ẑ(t) ∈ C
(

[0, T ];D(B̂1/2)
)
, P̂ Âv̂(t) ∈ C

(
[0, T ];D(B̂1/2)

)
, (68)

тогда задача (35)–(39) также имеет сильное решение на [0, T ]. �

Опираясь на замечание 5, можно доказать, что при определенных условиях
гладкости, накладываемых на ζ̂0, ŵ0, v̂0, ~ω0, ~δ0, f̂(t), ~M(t), исходная начально–
краевая задача (1)–(10) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].

4. Нормальные колебания исследуемой гидросистемы

Назовем нормальными колебаниями решения однородной задачи (1)–(10), зави-
сящие от t по закону exp(−λt), λ ∈ C. Для амплитудных элементов, т.е. для мно-
жителей при exp(−λt), получим из (35)–(39) систему уравнений, которую удобно
записать в виде (

νû

α~ω

)
+

(
V̂ 0

0 P2

)
B̂σ

(
ζ̂

P2
~δ

)
= (69)

= λ

(
Â−1 0

0 I

)
Ĉ

(
û

~ω

)
,

(
γ̂nû

P2~ω

)
= −λ

(
ζ̂

P2
~δ

)
,

где û = v̂ + ŵ, а B̂σ и Ĉ — операторные матрицы, квадратичные формы которых
равны удвоенным потенциальной и кинетической энергии системы соответственно.

Кроме того, имеет место также тривиальное соотношение

ω3 = −λδ3. (70)
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Приведем некоторые свойства решений спектральной задачи (69)–(70).
10. Число λ = 0 всегда является собственным значением рассматриваемой за-

дачи. Если выполнено условие ker B̂σ = {0}, то это нулевое собственное значение
однократно, а соответствующий собственный элемент отвечает нулевому решению
задачи (69) и произвольному значению δ3 ∈ C. Такие тривиальные решения связа-
ны с переходом маятника от исходного состояния покоя к новому состоянию покоя,
полученному из исходного путем произвольного поворота на угол ~δ = δ3~e3.

20. Если выполнено условие

ker B̂σ 6= {0} , dim ker B̂σ = q > 0, (71)

то задача (69)–(70) имеет (q+1)–кратное нулевое собственное значение. Условие (71)
выполнено, в частности, тогда, когда исследуемая гидромеханическая система на-
ходится на границе области устойчивости, т.е. λmin

(
B̂σ
)

= 0.

30. Все невещественные собственные значения λ, а также те вещественные, кото-
рым отвечают присоединенные элементы, расположены в полуплоскости

Reλ ≥ min(µ; α)/
(

2‖Ĉ1/2 diag
(
Â−1/2; I

)
‖2
)
> 0. (72)

Следует отметить, что при непрерывном изменении физических параметров ис-
следуемой гидромеханической системы собственные значения λ задачи могут непре-
рывно переходить из правой комплексной полуплоскости в левую лишь по веще-
ственной оси через нуль комплексной плоскости, причем в момент перехода должно
выполняться условие (71).

Как следует из рассмотрений [7], [2], эту задачу можно записать в виде, следую-
щем из (48)–(50):

−ω3 = λδ3, B̃x = λÃx, x =
(
v̂; ẑ; ~ω; ζ̂;P2

~δ
)t
∈ Ĥ = Ĵ0, S(Ω)⊕ M̂0(Ω)⊕C3⊕ L̂2,Γ⊕C2,

(73)
где, в частности, операторная матрица B̃ имеет структуру (53).Отметим, однако,
что оператор B̃0 = diag(ν Â; ν−1 B̂; α; Î; I) = B̃∗0 � 0 неограничен, но не имеет ком-
пактного обратного, так как единичный оператор Î действует в бесконечномерном
пространстве L̂2,Γ. Это не позволяет в задаче (73) использовать результаты М.С.
Аграновича и др., связанные со свойством базисности Абеля–Лидского и получе-
нием асимптотики собственных значений (см. [5], с. 292).

Данную трудность можно преодолеть, исключая переменную ζ̂. Тогда для ам-
плитудных элементов

y :=
(
v̂; ẑ; ~ω; P2

~δ
)t
∈ Ĵ0, S(Ω)⊕ M̂0(Ω)⊕ C3 ⊕ C2 =: Ĥ0 (74)
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возникает проблема
νÂv̂

B̂1/2Â1/2v̂ + ν−1B̂ẑ + ρ̂gB̂−1/2 P̂ Q̂∗θ̂ [(P2~ω × ~r) · ~e3]

α~ω +mglP2
~δ

−P2~ω

+

+
ρ̂g

λ


0

0∫
Γ

(~e3 × ~r) γ̂n
(
v̂ + ν−1R̂+ẑ

)
dΓ

~0

 = λ


v̂ + ν−1R̂∗ẑ + P̂0,S (~ω × ~r)

ẑ

~J~ω + ρ̂
∫
Ω

~r ×
(
v̂ + ν−1R̂+ẑ

)
dΩ

P2
~δ

 ,

(75)
а также связи

−γ̂n
(
v̂ + ν−1 R̂+ẑ

)
= λζ̂, −ω3 = λδ3. (76)

Коротко задачу (75) можно переписать в виде:

Ay + ρ̂gλ−1Fy = λZy, y ∈ D(A) = D(Â)⊕D(B̂)⊕ C3 ⊕ C2, (77)

где A, F и Z определяются соответствующими столбцами из (75). Приведем свой-
ства этих операторных матриц.

Лемма 3. Оператор Z обратим и имеет структуру

Z = Z0 + J1, Z0 = diag
(
ρI; ρI; ~J ; I

)
, J1 ∈ S∞(H0). � (78)

Лемма 4. Оператор A из (77), (75) обратим и имеет структуру

A = A0+A1, A0 = diag
(
νÂ; ν−1B̂; α; I

)
, D(A0) = D(Â)⊕D(B̂)⊕C3⊕C2, (79)

где A1 вполне подчинен A0, т.е.

A1A−1
0 ∈ S∞(Ĥ0). (80)

Доказательство. Уравнение Ay = 0 приводит к системе уравнений

νÂv̂ = 0, B̂1/2Â1/2v̂ + ν−1B̂ẑ + ρ̂gB̂−1/2 P̂ Q̂∗θ̂ [(P2~ω × ~r) · ~e3] = 0,

α~ω +mglP2
~δ = ~0, −P2~ω = ~0.

Отсюда следует, что v̂ = 0, P2~ω = ~0, а потому (из второго уравнения) и ẑ = 0, так
как B̂ � 0. Тогда из соотношений α~ω+mglP2

~δ = ~0, P2~ω = ~0, приходим к выводу,

что ~ω = ~0, так как P2
~δ =

2∑
k=1

δk~ek, а ~ω = ω3~e3. Таким образом, оператор A обратим.
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Вычисляя A1 := A−A0, а затем A1A−1
0 , находим, что

A1A−1
0 y =


0

ν−1R̂v̂ + ρ̂gα−1B̂−1/2 P̂ Q̂∗θ̂ [(P2~ω × ~r) · ~e3]

mglP2
~δ

−α−1P2~ω − P2
~δ

 , (81)

откуда следует, что A1A−1
0 ∈ S∞(Ĥ0), так как R̂ = B̂1/2P̂ Â−1/2 ∈

S∞

(
Ĵ0,S(Ω); M̂0(Ω)

)
, B̂−1/2 ∈ S∞(M̂0(Ω)), а остальные операторы ограничены

либо конечномерны. �

Лемма 5. Оператор F из (77), определенный вторым столбцом слева в (75) на
области определения D(A0) (см. (79)), вполне подчинен оператору A0:

FA−1
0 ∈ S∞(Ĥ0). (82)

Доказательство. Оно проводится прямым вычислением:

FA−1
0 y =


0

0∫
Γ

(~e3 × ~r) γ̂n
(
ν−1Â−1v̂ + ν−1Â−1/2P̂ B̂−1/2ẑ

)
dΓ

~0

 , ∀y ∈ Ĥ0. (83)

Так как здесь Â−1v̂ ∈ D(Â) ⊂ D(Â1/2) = Ĵ1
0,S(Ω), Â−1/2P̂ B̂−1/2ẑ ∈ M̂1(Ω) ⊂

Ĵ1
0,S(Ω), а γ̂n компактно (по теореме вложения С.Л. Соболева) действует из Ĵ1

0,S(Ω)

в L̂2,Γ, то FA−1
0 — компактный оператор в Ĥ0. �

Используя леммы 3–5, перепишем задачу (77) в виде(
I + J0 + ρ̂gλ−1J−1

)
A0y = λ (Z0 + J1) y, y ∈ D(A0), (84)

J0 := A1A−1
0 ∈ S∞(Ĥ0), J−1 := FA−1

0 ∈ S∞(Ĥ0), J1 ∈ S∞(Ĥ0), (85)

A0 := diag
(
νÂ; ν−1B̂; α; I

)
, Z0 := diag

(
Î; Î; ~J ; I

)
. (86)

Теорема 2. Задача (84), а потому и исходная спектральная задача о нормальных
колебаниях исследуемой гидромеханической системы имеет дискретный спектр
{λj}∞j=1 с предельной точкой λ =∞ и асимптотическим поведением

λj = ν−1

(
m∑
k=1

σk
|Γk|
π

)−1/2

j1/2[1 + o(1)] (j →∞). (87)

Доказательство. Рассмотрим невозмущенную задачу на собственные значения для
оператора A0 :

A0y = λZ0y. (88)
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Отсюда и из определений (86) операторов A0 и C0 получаем совокупность распав-
шихся задач:

νÂv̂ = λv̂
(
v̂ ∈ Ĵ0,S(Ω)

)
, ν−1B̂ẑ = λẑ

(
ẑ ∈ M̂0(Ω)

)
, (89)

α~ω = λ ~J~ω
(
~ω ∈ C3

)
, P2

~δ = λP2
~δ

(
P2
~δ ∈ C2

)
. (90)

Конечномерные задачи (90), очевидно, не влияют на характер асимптотики, а
задачам (89) отвечают две ветви собственных значений. С учетом асимптотических
формул (31) и (42) для собственных значений операторов Â и B̂ имеем

λj1 = νλj(Â) = ν

(
1

3π2

m+1∑
α=1

ρ0
α

ρα
|Ωα|

)−2/3

j2/3[1 + o(1)] (j →∞), (91)

λj2 = ν−1λj(B̂) = ν−1

(
m∑
k=1

σk
|Γk|
π

)−1/2

j1/2[1 + o(1)] (j →∞). (92)

Введем в рассмотрение функции распределения (с учетом кратностей) собствен-
ных значений операторов Â и B̂:

N
Â

(λ) :=
∑

λj(Â)<λ

1, N
B̂

(λ) :=
∑

λj(B̂)<λ

1. (93)

Из (91), (92) следует, что

lim
λ→+∞

N
Â

(λ)λ−3/2 =
ν−3/2

3π2

m+1∑
α=1

ρ0
α

ρα
|Ωα|, lim

λ→+∞
N
B̂

(λ)λ−2 =
ν2

π

m∑
k=1

σk|Γk|. (94)

Так как задача (88) равносильна совокупности задач (89), (90), то функция рас-
пределения N(λ) собственных значений задачи (88) равна сумме функций распре-
деления собственных значений бесконечномерных задач (89) и конечномерных за-
дач (90). Отсюда и из (94) получаем, что

lim
λ→+∞

N(λ)λ−2 = lim
λ→+∞

N
B̂

(λ)λ−2 =
ν2

π

m∑
k=1

σk|Γk|, (95)

откуда следует, что для оператора Ã0 := Z−1/2
0 A0Z−1/2

0 в соответствующей задаче,
полученной из (84), имеет место асимптотическая формула

λj(Ã0) = ν−1

(
m∑
k=1

σk
|Γk|
π

)−1/2

j1/2[1 + o(1)] (j →∞). � (96)

Получим свойства полноты и базисности Абеля–Лидского системы корневых эле-
ментов гидромеханической задачи (84)–(86) о нормальных колебаниях маятника с
капиллярной вязкой жидкостью. Предварительно введем такие обозначения:

J̃0 := Z−1/2
0 F0Z1/2

0 , J̃−1 := ρ̂gZ−1/2
0 J−1Z1/2

0 , J̃1 := Z−1/2
0 J1Z−1/2

0 , (97)
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Ã0 := Z−1/2
0 A0Z−1/2

0 , D(Ã0) = R(Ã−1
0 ) = R(Z1/2

0 A
−1
0 Z

1/2
0 ),

Здесь в силу предыдущих построений операторы J̃0, J̃−1 и J̃1 компактные, опера-
тор Ã0 = Ã∗0 � 0, 0 < Ã−1

0 ∈ S∞(Ĥ0).

Для исследуемой задачи приходим из (84) к уравнению(
I + J̃0 + λ−1J̃−1

)
Ã0v = λ(I + J̃1)v, v = Z1/2

0 y ∈ D(Ã0). (98)

Осуществляя здесь замены

λ = λ̃−1, I + Ŝ0 := (I + J̃1)−1(I + J̃0), (I + Ŝ0)Ã0v = w, (99)

получаем уравнение вида

L(λ̃)w :=
(
I + λ̃B̂ − λ̃−1Â

)
w = 0, w ∈ Ĥ0, (100)

B̂ := (I + J̃1)−1J̃−1(I + J̃0)−1(I + J̃1) ∈ S∞(Ĥ0), (101)

Â := Ã−1
0 (I + J̃0)−1(I + J̃1) ∈ S∞(Ĥ0). (102)

Напомним, что собственные значения λj(Ã0) оператора Ã0 имеют асимптотиче-
ское поведение (96), и тогда Ã−1

0 ∈ Sp(H0), p > 2. Приведенные свойства операто-
ров задачи (100) показывают, что для этой задачи справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть геометрические и физические параметры исследуемой гидро-
механической системы таковы, что выполнено условие

4‖Â‖ · ‖B̂‖ < 1. (103)

Тогда система корневых элементов задачи (84)–(86) является полной в простран-
стве с нормой графика оператора Ã0:

‖Ã0v‖2Ĥ0
=
(
Z−1

0 A0y,A0y
)
Ĥ0

= ν2‖Âv̂‖2
Ĵ0,S(Ω)

+ν−2‖B̂ẑ‖2
M̂0(Ω)

+α2
(
~J−1~ω

)
·~ω+|P2

~δ|2.
(104)

Если условие (103) не выполнено, то система корневых элементов задачи (84)–
(86), отвечающая собственным значениям λj с |λj | > R при любом R > 0, явля-
ется полной с точностью до конечного дефекта по норме (104). �

Более того, если выполнено условие (103), то система корневых элементов зада-
чи образует базис Абеля–Лидского порядка α0 > 2 в пространстве с нормой графи-
ка (104). Если условие (103) не выполнено, то система корневых элементов зада-
чи (84)–(86), отвечающая собственным значениям λj с |λj | > R при любом R > 0,
образует базис Абеля–Лидского порядка α0 > 2 с точностью до конечного дефекта
в пространстве с нормой (104).

Таким образом, итогом рассмотрения спектральной задачи (69)–(70) является
следующий вывод: при выполнении условия статической устойчивости по линей-
ному приближению все нормальные движения капиллярных вязких жидкостей в
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маятнике являются асимптотически устойчивыми, а спектр и корневые функции
обладают доказанными выше свойствами.

В самом деле, в условиях, близких к невесомости, одна жидкость в сосуде может
не обязательно заполнять нижнюю его часть. В частности, она может находиться
в верхней части сосуда и удерживаться в состоянии покоя капиллярными силами
(жидкость в пробирке). При этом статическая устойчивость либо неустойчивость
такой системы в состоянии покоя зависит от того, насколько интенсивным явля-
ется гравитационное поле по отношению к капиллярным силам, действующим на
систему. Если жидкость поднята к верхней части полости, а сила тяжести дей-
ствует сверху и является достаточно большой, то оператор потенциальной энергии
B̂σ может не быть положительно определенным и может иметь по необходимости
конечное число отрицательных собственных значений. В этом случае гидромеха-
ническая система является динамически неустойчивой и имеет место утверждение,
называемое обращением теоремы Лагранжа об устойчивости: если потенциальная
энергия гидросистемы не имеет минимума в состоянии равновесия и минималь-
ное собственное значение λmin

(
B̂σ
)

оператора потенциальной энергии B̂σ отри-
цательно, то по крайней мере одно собственное значение λ задачи (69)–(70) рас-
положено в левой полуплоскости. Доказательство этого утверждения для системы
жидкостей, заполняющих пространственный маятник, проводится по схеме, изло-
женной в [7], где изучались нормальные колебания плоского маятника с полостью,
частично заполненной капиллярной вязкой жидкостью при условии статической
неустойчивости.
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In the work, we consider the problem on small motions and normal oscillations of a
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МАЛЫЕ ДВИЖЕНИЯ И НОРМАЛЬНЫЕ
КОЛЕБАНИЯ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ИДЕАЛЬНОЙ

РЕЛАКСИРУЮЩЕЙ ЖИДКОСТИ

В работе исследована спектральная задача о нормальных колебаниях вращаю-
щейся идеальной релаксирующей жидкости. В начале работы приведена постановка
задачи, а также выведен операторный пучок, ассоциированный с исследуемой за-
дачей. Для этого пучка исследованы вопросы локализации, дискретности и асимп-
тотики спектра. Доказаны утверждения о двукратной полноте (с дефектом или без
дефекта) для системы собственных и присоединенных элементов, получено утвер-
ждение о существенном спектре задачи.

Введение

Задача о малых движениях идеальной релаксирующей жидкости в ограниченной
области без учета вращения, а также при отсутствии силы тяжести и при некото-
рых модельных ограничениях на граничные условия для динамической плотности
изучалась в [1], с. 390-410 (см. также [2]). В указанной монографии доказана тео-
рема о сильной разрешимости соответствующей начально-краевой задачи, а также
исследована спектральная задача о нормальных колебаниях. В работе [3] изуче-
на задача о малых движениях идеальной релаксирующей жидкости, заполняющей
ограниченную область и находящейся под действием гравитационного поля.

Настоящая работа посвящена общей модели, учитывающей вращение тела, гра-
витационное поле, а так же зависимость параметров модели от различных точек
среды. Оказывается, что учет гравитационных сил приводит к нарушению симмет-
рии в задаче (в предположении постоянства стационарной плотности), а также к
некомпактным возмущениям в операторном пучке, отвечающем спектральной за-
даче. Тем не менее, в работе доказаны утверждения о расположении и структуре
спектра, а также установлены асимптотические формулы для различных ветвей
собственных значений. Доказано, что в случае переменных параметров модели в
спектре задачи возникает несколько отрезков, расположенных на действительной
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положительной полуоси, существенного спектра. В случае постоянных параметров
модели эти отрезки схлопываются в несколько различных точек, которые становят-
ся предельными для некоторых ветвей собственных значений. Эти части спектра не
возникают в модели баротропной жидкости и целиком связаны с эффектами памяти
в релаксирующей жидкости. Кроме того в исследуемой модели доказано существо-
вание двух серий собственных значений, связанных со звуковыми волнами в среде.
В случае, когда система вращается, доказано наличие отрезка существенного спек-
тра, расположенного на мнимой оси и связанного с внутренними инерционными
волнами в среде.

1. Малые движения вращающейся идеальной релаксирующей
жидкости

1.1. Постановка задачи. Рассмотрим контейнер, равномерно вращающийся во-
круг оси, сонаправленной с действием силы тяжести, и полностью заполненный иде-
альной неоднородной жидкостью. Будем считать, что жидкость занимает ограни-
ченную область Ω ⊂ R3. Обозначим через ~n единичный вектор, нормальный к гра-
нице S := ∂Ω и направленный вне области Ω. Введем систему координат Ox1x2x3,
жестко связанную с контейнером, таким образом, что ось Ox3 совпадает с осью
вращения и направлена против действия силы тяжести, а начало координат на-
ходится в области Ω. В этом случае равномерная скорость вращения контейнера
запишется в виде ~ω0 := ω0~e3, где ~e3 — орт оси вращения Ox3, а ω0 > 0, для опре-
деленности. Будем считать также, что внешнее стационарное поле сил ~F0 является
гравитационным и действует вдоль оси вращения, то есть ~F0 = −g~e3, g > 0.

Задача о малых движениях идеальной сжимаемой жидкости, заполняющей рав-
номерно вращающееся твердое тело, описывается следующей системой уравнений
и граничных условий:

ρ0
∂2 ~w

∂t2
− 2ω0ρ0

∂

∂t
(~w × ~e3) = −∇p− ρg~e3 + ρ0

~f (в Ω), (1)

ρ+ ρ0div~w = 0 (в Ω), ~w · ~n = 0 (на S), (2)

где ~w(t, x) — поле смещений в жидкости, p(t, x), ρ(t, x) — динамическое давление и
плотность в жидкости, ~f(t, x) — малое поле внешних сил, наложенное на гравита-
ционное поле.

Релаксирующая жидкость моделируется следующим дополнительным уравнени-
ем состояния, связывающим динамическое давление p(t, x) и динамическую плот-
ность ρ(t, x):

p(t, x) = a2
∞(x)ρ(t, x)−

t∫
0

K(t− s, x)ρ(s, x) ds, (3)
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где положительная функция K(t, x) определяет ядро интегрального оператора
Вольтерра, а a2

∞(x) — квадрат скорости звука в неоднородной жидкости. Важный
частный случай получается, если определить ядро в форме

K(t, x) =
m∑
l=1

kl(x) exp(−bl(x)t), (4)

где kl(x) и bl(x) (l = 1,m) положительные ограниченные функции в области Ω.
Задача о малых движениях идеальной релаксирующей жидкости заключается в

отыскании полей ~w(t, x), p(t, x) и ρ(t, x) из уравнений и граничного условия (1)- (2),
соотношения (3), и при начальных условиях

~w(0, x) = ~w0(x),
∂

∂t
~w(0, x) = ~w1(x). (5)

1.2. Проектирование уравнений движения. Для перехода к операторному
уравнению в изучаемой задаче применим метод ортогонального проектирования
уравнений движения на специальные подпространства [4]. Для этого воспользуем-
ся разложением Г. Вейля пространства векторных полей ~L2(Ω) в ортогональную
сумму (см. [4], с. 103):

~L2(Ω) = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), (6)

~J0(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| div~v = 0 (в Ω), vn := ~v · ~n = 0 (на S)},

~G(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| ~v = ∇Φ,

∫
Ω

Φ dΩ = 0},

Здесь операции div~v и vn понимаются в смысле теории обобщенных функций (рас-
пределений), см. [4], с. 100-102. Введем ортопроекторы P0 и PG пространства ~L2(Ω)

на ~J0(Ω) и ~G(Ω) соответственно. Будем разыскивать поле ~w в виде:

~w = ~v +∇Φ, где ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ ~G(Ω). (7)

Подставим представление (7) в уравнение (1) и применим к его правой и левой
частям ортопроекторы P0 и PG, отвечающие разложению (6). Получим систему
уравнений:

∂2~v

∂t2
−2ω0

∂

∂t

[
P0(~v × ~e3) + P0(∇Φ× ~e3)

]
= −gρ−1

0 P0(ρ~e3) + P0
~f, (8)

∂2

∂t2
∇Φ−2ω0

∂

∂t

[
PG(~v × ~e3) + PG(∇Φ× ~e3)

]
=

= −ρ−1
0 ∇p− gρ

−1
0 PG(ρ~e3) + PG ~f (в Ω). (9)

Подставим представление (7) в уравнение и граничное условие из (2). Получим:

ρ = −ρ0div∇Φ (в Ω),
∂Φ

∂n
= 0 (на S). (10)
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С помощью соотношений (3) и (10) в уравнениях (8), (9) можно исключить функ-
ции p(t, x), ρ(t, x) и прийти к следующей системе уравнений, заданных в области
Ω, и граничному условию:

∂2~v

∂t2
− 2ω0

∂

∂t

[
P0(~v × ~e3) + P0(∇Φ× ~e3)

]
= gP0(~e3 div∇Φ) + P0

~f, (11)

∂2

∂t2
∇Φ− 2ω0

∂

∂t

[
PG(~v × ~e3) + PG(∇Φ× ~e3)

]
= −

[
−∇(a2

∞(x)div∇Φ)
]
+

+

t∫
0

[
−∇(K(t− s, x)div∇Φ)

]
ds+ gPG(~e3 div∇Φ) + PG ~f, (12)

∂Φ

∂n
= 0 (на S). (13)

Начальные условия для уравнений (11), (12) имеют вид:

~v(0, x) = P0 ~w
0(x) =: ~v0(x),

∂

∂t
~v(0, x) = P0 ~w

1(x) =: ~v1(x), (14)

∇Φ(0, x) = PG ~w
0(x) =: ∇Φ0(x),

∂

∂t
∇Φ(0, x) = PG ~w

1(x) =: ∇Φ1(x).

1.3. Вспомогательные операторы и их свойства. Для перехода к операторной
формулировке задачи (11)-(14) введем ряд операторов и изучим их свойства. Вве-
дем гильбертово пространство H := ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), состоящее из пар ξ := (~v;∇Φ)t

(здесь символ t обозначает операцию транспонирования), где ~v ∈ ~J0(Ω),∇Φ ∈ ~G(Ω).
Скалярное произведение и норма в H определяются следующим образом:

(ξ1, ξ2)H :=

∫
Ω

(~v1 · ~v2 +∇Φ1 · ∇Φ2) dΩ, ‖ξ‖2H :=

∫
Ω

(|~v|2 + |∇Φ|2) dΩ.

Введем операторы S1,1, S1,2, S2,1, S2,2 и операторный блок S:

Sξ :=

(
S1,1 S1,2

S2,1 S2,2

)(
~v

∇Φ

)
:=

(
iP0(~v × ~e3) iP0(∇Φ× ~e3)

iPG(~v × ~e3) iPG(∇Φ× ~e3)

)
. (15)

Лемма 1. (см. [5]) Оператор S является самосопряженным и ограниченным в
H: S = S∗, S ∈ L(H); более того, ‖S‖ = 1. Спектр оператора S1,1 существен-
ный (см. [6]) и заполняет отрезок [−1, 1]: σ(S1,1) = σess(S1,1) = [−1, 1] (здесь через
σess(S1,1) обозначен существенный (предельный) спектр оператора S1,1).

Будем считать далее, что функции a2
∞(x) и K(t, x) непрерывно дифференцируе-

мы по пространственным переменным, а граница S области Ω — класса C2.

Лемма 2. (см. [5]) Введем пространство

HA := {∇Φ ∈ ~W 1
2 (Ω)| ∂Φ

∂n
= 0 (на S),

∫
Ω

Φ dΩ = 0}
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с нормой, порожденной скалярным произведением следующего вида:

(∇Φ1,∇Φ2)A :=

∫
Ω

a2
∞(x)div∇Φ1div∇Φ2 dΩ.

Пространство HA является гильбертовым; оно компактно вложено в про-
странство ~G(Ω): HA ⊂→⊂→ ~G(Ω). Порождающий оператор A гильбертовой па-
ры (HA; ~G(Ω)), являющийся самосопряженным и положительно определенным в
~G(Ω), обладает дискретным спектром. Для каждого поля ∇q ∈ ~G(Ω) существует
и единственно обобщенное решение задачи

−∇(a2
∞(x)div∇Φ) = ∇q (в Ω),

∂Φ

∂n
= 0 (на S),

∫
Ω

Φ dΩ = 0,

выражаемое формулой ∇Φ = A−1∇q. Более того, A−1 ∈ Sp(~G(Ω)) при p > 3/2 и
справедлива следующая асимптотическая формула:

λk(A) =
( 1

6π

∫
Ω

a−3
∞ (x) dΩ

)−2/3
k2/3(1 + o(1)) (k →∞).

Аналогично оператору A, заменяя a2
∞(x) на K(t, x), введем оператор-функцию

K(t), при этом D(A) = D(K(t)) для каждого t ≥ 0.
Определим операторы B0 и BG следующим образом:

B0∇Φ := P0(~e3div∇Φ), BG∇Φ := PG(~e3div∇Φ), D(B0) = D(BG) = HA. (16)

О свойствах операторов B0 и BG говорит следующая лемма.

Лемма 3. Для операторов B0 и BG выполнены свойства

B0A
−1/2 =: Q0 ∈ L(~G(Ω), ~J0(Ω)), BGA

−1/2 =: QG ∈ L(~G(Ω)). (17)

Доказательство. Пусть ∇Φ ∈ D(B0) = HA, тогда

‖B0∇Φ‖2~J0(Ω)
≤ ‖~e3div∇Φ‖2~J0(Ω)

≤
(

min
x∈Ω

a2
∞(x)

)−1
‖A1/2∇Φ‖2~G(Ω)

.

Отсюда, после замены A1/2∇Φ = ∇Ψ, следует, что B0A
−1/2 ∈ L(~G(Ω), ~J0(Ω)). Ана-

логично доказывается, что BGA−1/2 ∈ L(~G(Ω)). �

1.4. Переход к операторному уравнению. Исследование интегро-
дифференциального уравнения второго порядка. Разрешимость ис-
ходной начально-краевой задачи. С использованием введенных операторов
задачу (11)-(14) запишем в виде задачи Коши для интегродифференциального
уравнения второго порядка в гильбертовом пространстве H = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω):

d2ξ

dt2
+ 2ω0iS

dξ

dt
= −QAξ +

t∫
0

K(t− s)ξ(s) ds+ F(t), ξ(0) = ξ0, ξ′(0) = ξ1. (18)
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Здесь введены обозначения: A := diag(I, A), K(t) := diag(0,K(t)),

Q : =

(
0 −gQ0A

−1/2

0 I − gQGA−1/2

)
, F(t) := (P0

~f(t);PG ~f(t))t,

ξ(0) = ξ0 := (~v0;∇Φ0)t = (P0 ~w
0;PG ~w

0)t, ξ′(0) = ξ1 := (~v1;∇Φ1)t = (P0 ~w
1;PG ~w

1)t.

Таким образом, если ~w, ρ, ∇p — такое решение задачи (1)-(5) о малых движениях
вращающейся идеальной релаксирующей жидкости в ограниченной области, что все
проведенные до сих пор рассуждения законны, тогда функция ξ является решением
задачи Коши для интегродифференциального уравнения второго порядка (18).

Дадим следующее определение.

Определение 1. Назовем сильным решением исходной начально-краевой зада-
чи (1)-(5) такие функции ~w, ρ, ∇p для которых функция ξ является сильным ре-
шением задачи Коши (18). В свою очередь сильным решением задачи Коши (18)
(см. [7], с. 291) назовем функцию ξ(t) такую, что ξ(t) ∈ D(A), ξ′(t) ∈ D(A1/2) для
любого t из R+, Aξ(t), A1/2ξ′(t) ∈ C(R+;H), ξ(t) ∈ C2(R+;H), выполнены началь-
ные условия и уравнение из (18) для любого t ∈ R+ := [0,+∞).

Осуществим в задаче (18) замену A1/2ξ(t) = η′(t), η(0) = 0 и преобразуем ее к
системе двух уравнений с начальными условиями:

d2ξ

dt2
= −2ω0iS

dξ

dt
−QA1/2dη

dt
+

t∫
0

K(t− s)A−1/2dη(s)

ds
ds+ F(t),

d2η

dt2
= A1/2dξ

dt
, ξ′(0) = ξ1, η′(0) = A1/2ξ0.

(19)

Просто проверяется, что QA1/2 = A1/2 +R, K(t)A−1/2 = Kb(t)A1/2, гдеR ∈ L(H)

и Kb(t) ∈ L(H) при каждом t ∈ R+. С использованием проведенных преобразований
запишем систему (19) в виде одного интегродифференциального уравнения первого
порядка в гильбертовом пространстве H(2) := H⊕H:

dy

dt
= Ây + R̂y +

t∫
0

K̂(t− s)Ĉy(s) ds+ F̂(t), y(0) = y0, где (20)

y := (ξ′; η′)t, y0 := (ξ1;A1/2ξ0)t, Ĉ := diag(0,A1/2), F̂(t) := (F(t); 0)t,

Â :=

(
−2ω0iS −A1/2

A1/2 0

)
, R̂ :=

(
0 −R
0 0

)
, K̂(t) :=

(
0 Kb(t)
0 0

)
;

при этом R̂ ∈ L(H(2)) и K̂(t) ∈ L(H(2)) при каждом t ∈ R+, а области определения
операторов Â и Ĉ, очевидно, связаны включением D(Â) ⊂ D(Ĉ).
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Определение 2. (см. [7], с. 38) Сильным решением задачи Коши (20) назовем
функцию y(t) такую, что y(t) ∈ D(Â) для любого t из R+, Ây(t) ∈ C(R+;H(2)),
y(t) ∈ C1(R+;H(2)), y(0) = y0 и выполнено уравнение из (20) для любого t ∈ R+.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 1. (см. [5]) Пусть K̂(t) ∈ C1(R+;L(H(2))), F̂(t) ∈ C1(R+;H(2)), тогда для
любого y0 ∈ D(Â) существует и единственно сильное решение задачи Коши (20).

Теорема 2. (см. [5]) Пусть ядро интегрального оператора Вольтерра K(t, x)

из (3) и поле ~f(t, x) непрерывно дифференцируемы по переменной t ∈ R+ со зна-
чениями в C1(Ω) и ~L2(Ω) соответственно, тогда для любых ~w0(x) и ~w1(x) таких,
что P0 ~w

0, P0 ~w
1 ∈ ~J0(Ω), PG ~w0 ∈ D(A), PG ~w1 ∈ D(A1/2), существует и единствен-

но сильное (в смысле определения 1) решение начально-краевой задачи (1)-(5).

2. Нормальные колебания вращающейся идеальной релаксирующей
жидкости

2.1. Вывод основного операторного пучка. Задача (1)-(5) о малых движени-
ях идеальной релаксирующей жидкости, заполняющей вращающееся твердое тело,
приводится к задаче Коши (18). Будем считать далее, что ядро K(t, x) определя-
ется по формуле (4), где bl(x) = bl = const (l = 1,m). Тогда однородное уравнение
из (18), записанное в виде системы, примет вид:

d2~v

dt2
+ 2ω0i

(
S1,1

d~v

dt
+ S1,2

d∇Φ

dt

)
= gQ0A

1/2∇Φ,

d2∇Φ

dt2
+ 2ω0i

(
S2,1

d~v

dt
+ S2,2

d∇Φ

dt

)
= −A∇Φ+

+gQGA
1/2∇Φ +

m∑
l=1

t∫
0

exp (−bl(t− s))Kl∇Φ(s) ds,

(21)

где Kl (l = 1,m) — операторы, которые строятся аналогично оператору A (заменой
a2
∞(x) на kl(x) в лемме 2).
Систему интегродифференциальных операторных уравнений (21) можно свести

к системе дифференциально-операторных уравнений второго порядка. А именно,
осуществим в системе (21) следующие замены:

∇Φl :=

t∫
0

exp (−bl(t− s))Kl∇Φ(s) ds (l = 1,m). (22)



60 Д. А. Закора

Рассматривая продифференцированные соотношения (22) как систему дифферен-
циальных уравнений, присоединенных к системе (21), получим следующую задачу:

d2~v

dt2
+ 2ω0i

(
S1,1

d~v

dt
+ S1,2

d∇Φ

dt

)
= gQ0A

1/2∇Φ,

d2∇Φ

dt2
+ 2ω0i

(
S2,1

d~v

dt
+ S2,2

d∇Φ

dt

)
= −A∇Φ + gQGA

1/2∇Φ +

m∑
l=1

∇Φl,

d∇Φl

dt
= Kl∇Φ− bl∇Φl (l = 1,m).

(23)

Разыскивая решения системы (23) в виде:

(~v(t);∇Φ(t);∇Φ1(t); ...;∇Φm(t))t = exp(−λt)(~v;∇Φ;∇Φ1; ...;∇Φm)t,

получим следующую спектральную задачу:
λ2~v − 2ω0iλ(S1,1~v + S1,2∇Φ) = gQ0A

1/2∇Φ,

λ2∇Φ− 2ω0iλ(S2,1~v + S2,2∇Φ) = −A∇Φ + gQGA
1/2∇Φ +

m∑
l=1

∇Φl,

(bl − λ)∇Φl = Kl∇Φ (l = 1,m),

(24)

где ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ D(A) = D(Kl), ∇Φl ∈ ~G(Ω) (l = 1,m).
Всюду далее будем считать, что b1 < ... < bm. Покажем, что числа λ = bl

(l = 1,m) не являются собственными значениями задачи (24). В самом деле, поло-
жим λ = bk в системе (24). Тогда, в силу положительной определенности оператора
Kk, получим, что ∇Φ = 0. Отсюда следует, что ∇Φl = 0 (l 6= k). При этих условиях
из первого уравнения системы (24) следует, что ~v = 0. Тогда из второго уравнения
системы (24) получим, что ∇Φk = 0. Полученные равенства противоречат тому, что
λ = bk собственное значение задачи (24). Учитывая это обстоятельство, преобразу-
ем систему (24) к эквивалентной форме:

λ2~v − 2ω0iλ(S1,1~v + S1,2∇Φ) = gQ0A
1/2∇Φ,

λ2∇Φ− 2ω0iλ(S2,1~v + S2,2∇Φ) = −A∇Φ + gQGA
1/2∇Φ +

m∑
l=1

(bl − λ)−1Kl∇Φ.

Осуществим здесь замену A1/2∇Φ = ϕ (здесь и далее для краткости опущен знак
градиента). В результате придем к следующей системе операторных уравнений: λ2I0~v − 2ω0iλ(S1,1~v + Ŝ1,2ϕ)− gQ0ϕ = 0,

λ2A−1ϕ− 2ω0iλ(Ŝ2,1~v + Ŝ2,2ϕ) +
(
IG − gA−1/2QG −

∑m
l−1(bl − λ)−1K̂l

)
ϕ = 0,

(25)
где Ŝ1,2 := S1,2A

−1/2, Ŝ2,1 := A−1/2S2,1, Ŝ2,2 := A−1/2S2,2A
−1/2, K̂l := A−1/2KlA

−1/2

(l = 1,m). Операторы Ŝ1,2, Ŝ2,1 и Ŝ2,2 компактны, а I0, IG — единичные операторы
в ~J0(Ω) и ~G(Ω) соответственно.
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Для вывода окончательной системы операторных уравнений получим удобное
для дальнейшего представление для операторов K̂l (l = 1,m). С этой целью рас-
смотрим гильбертово пространство L2(Ω) функций суммируемых со своими квадра-
тами по области Ω и его подпространство L2,a(Ω) := {f ∈ L2(Ω)| (f, a−1

∞ )L2(Ω) = 0}.
Определим операторы

Πf := f −
∫
Ω

a−1
∞ (x)f(x) dΩ

(∫
Ω

a−1
∞ (x) dΩ

)−1
, Π⊥ := I −Π,

где I — единичный оператор в L2(Ω). Несложно проверить, что введенные опе-
раторы Π и Π⊥ являются ортопроекторами пространства L2(Ω) на L2,a(Ω) и
L⊥2,a(Ω) соответственно. Размерность образа оператора Π⊥ равна единице, а потому
Π⊥ ∈ S∞(L2(Ω), L⊥2,a(Ω)).

Имеет место следующая лемма.

Лемма 4. Для операторов K̂l (l = 1,m) справедливо представление

K̂l = U∗MΠ(pl)U, pl(x) := kl(x)a−2
∞ (x) (l = 1,m),

где U : ~G(Ω)→ L2,a(Ω) — некоторый унитарный оператор, аMΠ(pl) — сужение на
подпространство L2,a(Ω) оператора умножения на функцию pl(x) в пространстве
L2(Ω). Операторы K̂l (l = 1,m) являются ограниченными, самосопряженными в
~G(Ω) и

max
x∈Ω

pl(x)‖∇Φ‖2~G(Ω)
≥ (K̂l∇Φ,∇Φ) ~G(Ω) ≥ min

x∈Ω
pl(x)‖∇Φ‖2~G(Ω)

(26)

Доказательство. Определим оператор T∇Φ := a∞div∇Φ, D(T ) = D(A1/2) = HA

(см. лемму 2). Оператор T замкнут из ~G(Ω) в L2,a(Ω). Сопряженный к T оператор
T ∗ϕ = −∇(a∞ϕ) задан на плотном множестве D(T ∗) ⊂ L2,a(Ω) и имеет нулевое яд-
ро. Отсюда следует, что замыкание образа оператора T совпадает со всем простран-
ством L2,a(Ω). Из этих рассуждений и равенства A = T ∗T на D(A) следует, что име-
ет место полярное представление T = UA1/2 (см. [8], с. 420), где U : ~G(Ω)→ L2,a(Ω)

— унитарный оператор.
Теперь операторы Kl (l = 1,m) с помощью введенных операторов T и U могут

быть представлены в форме: Kl = T ∗ΠM(pl)ΠT = A1/2U∗ΠM(pl)ΠUA
1/2. Следова-

тельно, K̂l = A−1/2KlA
−1/2 = U∗ΠM(pl)ΠU = U∗MΠ(pl)U , где MΠ(pl) := ΠM(pl)Π

— сужение на подпространство L2,a(Ω) оператора умножения на функцию pl(x) в
пространстве L2(Ω).

Ограниченность и самосопряженность операторов K̂l (l = 1,m) очевидна. Дока-
жем оценки (26). Пусть ∇Φ ∈ ~G(Ω), тогда

max
x∈Ω

pl(x)‖∇Φ‖2~G(Ω)
= max

x∈Ω
pl(x)‖U∇Φ‖2L2,a(Ω) ≥

≥ (M(pl)U∇Φ, U∇Φ)L2,a(Ω) = (M(pl)ΠU∇Φ,ΠU∇Φ)L2,a(Ω) =
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= (K̂l∇Φ,∇Φ) ~G(Ω) ≥ · · · ≥ min
x∈Ω

pl(x)‖∇Φ‖2~G(Ω)
.

Здесь была использована унитарность оператора U , свойство ортогональности про-
ектора Π, а также равенство U = ΠU . �

С помощью полученного представления для операторов K̂l (l = 1,m) преоб-
разуем систему (25). В результате придем к следующей основной спектральной
задаче, записанной в векторно-матричной форме в гильбертовом пространстве
H = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω):

L(λ)ξ := λ2Aξ − 2ω0iλSξ +Q(λ)ξ = 0, где ξ := (~v;ϕ)t ∈ H, (27)

A := diag(I0, A
−1), S1,1 := S1,1, S1,2 := Ŝ1,2, S2,1 := Ŝ2,1, S2,2 := Ŝ2,2,

Q1,1(λ) := 0, Q2,1(λ) =: 0, Q1,2(λ) := −gQ0, Q̂G := A−1/2QG,
Q2,2(λ) := IG − gQ̂G −

∑m
l=1(bl − λ)−1U∗MΠ(pl)U .

Задача (27), которую мы назовем спектральной задачей ассоциированной с зада-
чей о нормальных колебаниях идеальной релаксирующей жидкости, заполняющей
вращающееся твердое тело, и будет предметом дальнейших исследований.

2.2. О существенном спектре задачи и локализации спектра. Определим
вспомогательную оператор-функцию M(λ) и функцию pλ(x) (x ∈ Ω) по формулам:

M(λ) := IG −
m∑
l=1

U∗MΠ(pl)U

bl − λ
, pλ(x) := 1−

m∑
l=1

pl(x)

bl − λ
(x ∈ Ω). (28)

Введем следующие условия на физические параметры системы:

(a) : p0(x) = 1−
m∑
l=1

kl(x)

bla2
∞(x)

> 0 ∀x ∈ Ω; (29)

(b) : ∃ al > 0 (l = 1,m) :
m∑
l=1

al = 1, al −
kl(x)

bla2
∞(x)

> 0 ∀x ∈ Ω. (30)

Очевидно, что из условия (30) следует (29), а значит условие (b) более жесткое.
Эти ограничения предполагают, что времена релаксации b−1

l в системе и корректи-
рующие функции kl(x) достаточно малы в сравнении с квадратом скорости звука
a2
∞(x). Отметим здесь также, что функции a2

∞(x) и kl(x) (l = 1,m) предполагаются
непрерывно дифференцируемыми в Ω.

Пусть выполнено условие (29). Рассмотрим уравнение pλ(x) = 0. При каждом
фиксированном x ∈ Ω, как несложно проверить, это уравнение имеет ровно m дей-
ствительных положительных корней, которые разделены числами bl (l = 1,m) (на-
помним, что b1 < ... < bm). В силу непрерывности функции pλ(x) по пространствен-
ным переменным при изменении x ∈ Ω корни уравнения будут меняться непрерывно
и в совокупности образовывать ровно m отрезков ∆l ⊂ (bl−1, bl) (b0 := 0, l = 1,m).
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Лемма 5. Весь спектр оператор-функции M(λ) существенный и состоит из объ-
единения отрезков ∆l (l = 1,m): σ(M(λ)) = σess(M(λ)) = ∪ml=1∆l.

Доказательство. Рассмотрим спектральную задачу M(λ)ϕ = 0. Осуществляя за-
мену Uϕ =: f ∈ L2,a(Ω) преобразуем ее к эквивалентной спектральной задаче
MΠ(pλ)f = ΠM(pλ)Πf = 0. Дальнейшее доказательство основано на построении
некомпактной последовательности Вейля для последней задачи.

Отметим, что совокупность тех значений λ для которых функция pλ(x) име-
ет нули в Ω является плотным множеством в ∪ml=1∆l. Пусть теперь λ0 из это-
го плотного в ∪ml=1∆l множества и x0 ∈ Ω — один из нулей функции pλ0(x).
Рассмотрим шар Sr := {x ∈ R3| |x− x0| ≤ r} и Sr,+ := {|x− x0| ≤ r, x3 > x0,3},
Sr,− := {|x− x0| ≤ r, x3 ≤ x0,3} — верхнюю и нижнюю его половины. Определим
функцию

fr(x) := ‖a∞χSr‖−1a∞(x)(χSr,+(x)− χSr,−(x)), r > 0, (31)

где χS(x) — индикатор множества S. Пусть r таково, что Sr ⊂ Ω, тогда построенная
функция обладает свойствами:

(fr, a
−1
∞ )L2(Ω) =

∫
Ω

a−1
∞ (x)fr(x) dΩ = ‖a∞χSr‖−1

∫
Ω

(χSr,+(x)− χSr,−(x)) dΩ = 0,

‖fr‖2 = ‖a∞χSr‖−2

∫
Ω

|a∞(x)χSr(x)|2 dΩ = 1.

Это означает, что fr ∈ L2,a(Ω), ‖fr‖ = 1 (при достаточно малых r).
Из вида построенных функций следует, что множество {fr} некомпактно в

L2,a(Ω). Осуществим следующие оценки

‖ΠM(pλ0)Πfr‖2L2,a(Ω) ≤ ‖M(pλ0)Πfr‖2L2(Ω) = ‖M(pλ0)fr‖2L2(Ω) =

=

∫
Ω

|pλ0(x)fr(x)|2 dΩ = ‖a∞χSr‖−2

∫
Ω

a2
∞(x)p2

λ0(x)χSr(x) dΩ =

= ‖a∞χSr‖−2

∫
Sr

a2
∞(x)p2

λ0(x) dSr = ‖a∞χSr‖−2

∫
Sr

a2
∞(x) dSr · p2

λ0(y)|y∈Sr =

= ‖a∞χSr‖−2

∫
Ω

a2
∞(x)χSr(x) dΩ · p2

λ0(y)|y∈Sr = p2
λ0(y)|y∈Sr → 0 (r → 0),

где последнее соотношение следует из непрерывности функции pλ0(x) и равенства
pλ0(x0) = 0. Таким образом λ0 ∈ σess(M(λ)). Из свойства замкнутости спектра сле-
дует утверждение леммы. �

Для дальнейших рассуждений понадобится следующая лемма (см. [9]).
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Лемма 6. (Г.В. Радзиевский [9], см. также [10]) Пусть H — гильбертово про-
странство, 0 ≤ A = A∗, B ∈ S∞, 0 ≤ β < 1, тогда

‖(I − λA)−1Aβ‖ ≤ C(β, arg λ)|λ|−β, λ ∈ Λε := {λ ∈ C| | arg λ| > ε},

lim
η→∞

sup
{|λ|>η, | arg λ|>ε}

|λ|β‖(I − λA)−1AβB‖ = 0. (32)

Имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Для любого как угодно малого ε > 0 существует R = R(ε) > 2ω0 та-
кое, что весь спектр пучка L(λ) принадлежит множеству σR := Λ+

R,ε ∪ Λ−R,ε ∪ CR,
где

Λ±R,ε := {λ ∈ C| |λ| > R, | arg λ∓ π/2| < ε}, −π < arg λ ≤ π, (33)

CR — круг радиуса R с центром в начале координат. Спектр, лежащий вне мно-
жества Λ := [−2ω0i, 2ω0i] ∪ {∪ml=1∆l}, состоит из изолированных конечнократных
собственных значений (дискретный). Возможными предельными точками спек-
тра могут быть только точки указанного множества и бесконечно удаленная
точка.

Доказательство. Установим прежде, что точки λ = bl (l = 1,m), которые не явля-
ются собственными значениями L(λ), не являются также и предельными точками
спектра пучка L(λ). Для этого достаточно доказать, что пучок L(λ) непрерывно об-
ратим в некоторой окрестности этих точек. Рассмотрим уравнение L(λ)ξ1 = ξ2, где
ξ2 := (~v2;ϕ2)t ∈ H — заданный элемент, а ξ1 := (~v1;ϕ1)t — искомый. Если λ близко
к bl0 то из первого соотношения системы, через которую можно записать последнее
уравнение, можно с помощью ограниченных оператор-функций выразить ~v1 через
ϕ1 и ~v2:

~v1 = λ−1S(λ)
(

(2ω0iλŜ1,2 + gQ0)ϕ1 + ~v2

)
, (34)

где S(λ) := (λI0 − 2ω0iS1,1)−1. Подставим это представление во второе уравнение
системы:(

λ2A−1 − 2ω0iλŜ2,2 +M(λ)− gQ̂G
)
ϕ1−

− 2ω0iŜ2,1S(λ)
(

(2ω0iλŜ1,2 + gQ0)ϕ1 + ~v2

)
= ϕ2. (35)

Учитывая вид оператор-функции M(λ) из последнего соотношения можно с помо-
щью ограниченных оператор-функций выразить ϕ1 через ϕ2 и ~v2, если только λ
достаточно близко к bl0 . Это означает, что точка bl0 не является предельной для
спектра пучка L(λ).

Зафиксируем ε > 0 и покажем, что существует R > 2ω0 такое, что σ(L(λ)) ⊂ σR.
Для этого достаточно показать, что пучок L(λ) непрерывно обратим при λ ∈ C\σR.
В связи с этим опять рассмотрим уравнение L(λ)ξ1 = ξ2. Будем считать, что
|λ| > 2ω0 = ‖2ω0iS1,1‖, тогда в последней задаче можно с помощью ограниченных
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оператор-функций исключить ~v1 и прийти к задаче (35), которую представим в
форме:

l(λ)ϕ1 = 2ω0iŜ2,1S(λ)~v2 + ϕ2, l(λ) := IG + λ2A−1 +G(λ), (36)

G(λ) := −
m∑
l=1

(bl − λ)−1U∗MΠ(pl)U − 2ω0iλŜ2,2 − gQ̂G−

− 2ω0iŜ2,1S(λ)(2ω0iλŜ1,2 + gQ0).

Нужно показать, что оператор-функция l(λ) непрерывно обратима при λ ∈ C\σR
(при достаточно большом R > 2ω0), тогда из (34)- (36) будет следовать, что пу-
чок L(λ) непрерывно обратим при λ ∈ C\σR. В самом деле, представим оператор-
функцию l(λ) в виде

l(λ) = (IG+iλA−1/2)
(
IG + (IG + iλA−1/2)−1G(λ)(IG − iλA−1/2)−1

)
(IG−iλA−1/2).

Здесь крайние скобки — непрерывно обратимые при λ ∈ C\σR операторы. Таким
образом, для непрерывной обратимости l(λ) достаточно показать, что

‖(IG + iλA−1/2)−1G(λ)(IG − iλA−1/2)−1‖ → 0 (λ→∞, λ ∈ C\σR). (37)

Несложно проверить, что ‖S(λ)‖ = O(|λ|−1) при λ→∞. Отсюда и из оценки (32)
(при β = 0) следует, что в (37) в оценке нуждается лишь следующее выражение:

‖(IG + iλA−1/2)−1Ŝ2,2(IG − iλA−1/2)−1‖ =

= ‖(IG + iλA−1/2)−1A−1/2S2,2A
−1/2(IG − iλA−1/2)−1‖ ≤

≤ ‖(IG + iλA−1/2)−1A−1/4(A−1/4S2,2A
−1/4)‖×

× ‖(IG − iλA−1/2)−1A−1/4‖ = o(|λ|−1) (λ→∞, λ ∈ C\σR). (38)

Здесь использованы оценки из леммы 6. Из (38) и предыдущих рассуждений следу-
ет, что для каждого ε > 0 существует R = R(ε) > 2ω0 такое, что пучок L(λ) непре-
рывно обратим при λ ∈ C\σR, а значит σ(L(λ)) ⊂ σR = Λ+

R,ε ∪ Λ−R,ε ∪ CR.
Перейдем от задачи (27) к задаче для фредгольмовой оператор-функции:

LF (λ)ξ :=

(
λ(λI0 − 2ω0iS1,1) −gQ0

0 M(λ)

)−1

L(λ)ξ =: (I + F(λ))ξ = 0, (39)

где I — это единичный оператор в H, а оператор-функция F(λ), как несложно про-
верить, принимает компактные значения при λ ∈ C\Λ. На множестве C\Λ спектры
пучков LF (λ) и L(λ) совпадают. Поскольку точки, достаточно близкие к числам
bl являются регулярными точками для L(λ), то из (39) заключаем, что они же
будут регулярными и для LF (λ), а значит пучок LF (λ) является регулярным в
C\Λ. Отсюда следует (см. [11], а также [4], с. 74), что все точки спектра, не при-
надлежащие множеству Λ, являются изолированными собственными значениями
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оператор-функции задачи (39), а значит и L(λ). Собственные элементы, отвечаю-
щие этим собственным значениям, имеют конечные кратности. Точками сгущения
могут являться только особенности оператор-функции F(λ), то есть множество Λ

и бесконечно удаленная точка. �

Основываясь на доказанном утверждении установим теорему о дискретном и
существенном спектре задачи (27).

Теорема 4. Предельный (существенный) спектр пучка L(λ) совпадает с множе-
ством Λ: σess(L(λ)) = Λ.

Доказательство. Пусть λ принимает значения из окрестности множества ∪ml=1∆l,
тогда в уравнении L(λ)ξ = 0 с помощью ограниченных оператор-функций можно
исключить ~v и прийти к задаче(

M(λ) + F1(λ)
)
ϕ :=

(
λ2A−1 − 2ω0iλŜ2,2 +M(λ)− gQ̂G−

− 2ω0iŜ2,1(λI0 − 2ω0iS1,1)−1(2ω0iλŜ1,2 + gQ0)
)
ϕ = 0, (40)

где F1(λ) ∈ S∞. Пусть λ0 ∈ ∪ml=1∆l, тогда {λ = 0} ⊂ σess(M(λ0)). Оператор M(λ0)

самосопряжен, а F1(λ0) ∈ S∞. По теореме Вейля {λ = 0} ⊂ σess(M(λ0) + F1(λ0)).
Следовательно, существует некомпактная последовательность Вейля {ϕn}∞n=1

такая, что ‖M(λ0)ϕn + F1(λ0)ϕn‖ ~G(Ω) → 0 при n→∞. Это означает, что
λ0 ∈ σess(L(λ)), а значит ∪ml=1∆l ⊂ σess(L(λ)).

Для дальнейшего рассмотрим операторный пучок

l1(λ) := IG + λ2A−1 −
m∑
l=1

(bl − λ)−1U∗MΠ(pl)U − 2ω0iλŜ2,2 − gQ̂G.

Пучок M−1(λ)l1(λ) имеет вид фредгольмовой оператор-функции, регулярной в
C\ ∪ml=1 ∆l, а значит в некоторой окрестности отрезка [−2ω0i, 2ω0i] может иметь
лишь конечное количество изолированных собственных значений конечной кратно-
сти. Это же утверждение верно и для пучка l1(λ).

Пусть теперь λ принимает значения из некоторой окрестности отрезка
[−2ω0i, 2ω0i] и не совпадает ни с одним собственным значением пучка l1(λ). Тогда
в уравнении L(λ)ξ = 0 с помощью ограниченных оператор-функций можно исклю-
чить ϕ и прийти к задаче(
λI0− 2ω0iS1,1 +F2(λ)

)
~v :=

(
λI0− 2ω0iS1,1− (2ω0iλŜ1,2 + gQ0)2ω0il

−1
1 (λ)Ŝ2,1

)
~v = 0,

где F2(λ) ∈ S∞. Осуществим в этой задаче замену спектрального параметра λ = iµ

и умножим обе части уравнения на мнимую единицу: (2ω0S1,1 − µI0 + iF2(iµ))~v = 0.
Применяя к этой задаче рассуждения из первой части теоремы и используя свой-
ство замкнутости спектра получим, что [−2ω0i, 2ω0i] ⊂ σess(L(λ)).
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Из проведенных рассуждений следует, что Λ ⊂ σess(L(λ)). В силу теоремы 3 вне
множества Λ спектр пучка L(λ) — дискретен, следовательно, имеет место не вклю-
чение, а равенство Λ = σess(L(λ)). �

2.3. Об асимптотике собственных значений. Из теоремы 3 следует, что бес-
конечно удаленная точка является возможной предельной точкой для некоторых
ветвей собственных значений пучка L(λ), локализованных у мнимой оси. Для дока-
зательства существования этих ветвей и отыскания асимптотических формул пона-
добится следующий абстрактный результат (см. [10]), опирающийся на результаты
работы [12].

Лемма 7. (см. [10]) Пусть 0 < C = C∗ ∈ S∞, причем собственные значения опе-
ратора C имеют степенную асимптотику. Введем обозначения:

l(λ) := I + λ2C +G(λ), T (λ) := (I − λC1/2)−1G(λ)(I + λC1/2)−1.

Пусть оператор-функция G(λ) аналитична в секторах Λ+
R,ε и Λ−R,ε, а оператор-

функция T (λ) удовлетворяет следующему условию: T (λ)→ 0 (λ→∞, λ ∈ Λ±R,ε).
Тогда

λ
(±i)
k (l(λ)) = ±iλ1/2

k (C−1)(1 + o(1)) (k →∞).

Для исследуемой задачи имеет место теорема.

Теорема 5. Для любого как угодно малого ε > 0 и достаточно большо-
го R = R(ε) задача (27) имеет две ветви {λ(±i)

k }
∞
k=1

собственных значе-
ний, расположенных в секторах Λ+

R,ε и Λ−R,ε, со следующей асимптотикой:

λ
(±i)
k (L(λ)) = ±iλ1/2

k (A)(1 + o(1)) (k →∞).

Доказательство. Будем считать, что |λ| > 2ω0 и исключим ~v из задачи L(λ)ξ = 0,
в результате получим задачу l(λ)ϕ = 0, где пучок l(λ) определен в (36). Из лем-
мы 2 следует, что оператор A−1 > 0 имеет степенную асимптотику собственных
значений. Для пучка l(λ) построим оператор-функцию T (λ) из леммы 7. При по-
мощи оценок, аналогичных тем, что были проведены в (38), можно убедиться, что
T (λ)→ 0 (λ→∞, λ ∈ Λ±R,ε). �

2.4. О двукратной полноте с дефектом части собственных и присоединен-
ных элементов. Дадим определение собственного значения оператор-функции, а
также собственного и присоединенных элементов.

Определение 3. (см. [13], с. 61) Число λ0 называется собственным значением
оператор-функции L(λ), если уравнение L(λ0)ξ0 = 0 имеет ненулевое решение ξ0.
При этом ξ0 называют собственным элементом L(λ), отвечающим числу λ0.

Элементы ξ1, ξ2, ..., ξn−1 называют присоединенными к собственному элементу
ξ0, если

∑j
k=0(k!)−1L(k)(λ0)ξj−k = 0 (j = 1, 2, ..., n− 1). Число n называют длиной

цепочки ξ0, ξ1,..., ξn−1 из собственного и присоединенных элементов.
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Поступим далее, как в теореме 3 при выводе задачи (35) (или (36)). А именно,
будем считать, что λ ∈ C\[−2ω0i, 2ω0i] и исключим ~v из задачи L(λ)ξ = 0. В резуль-
тате получим задачу

l(λ)ϕ = 0, ϕ ∈ ~G(Ω), l(λ) := IG + λ2A−1 − 2ω0iλŜ2,2 +G1(λ), (41)

G1(λ) : −
m∑
l=1

(bl − λ)−1U∗MΠ(pl)U − gQ̂G − 2ω0iŜ2,1S(λ)(2ω0iλŜ1,2 + gQ0).

В задаче (41) осуществим замену λA−1/2ϕ = ϕ̂. Полученную систему запишем в
векторно-матричной форме:M(λ)η = 0, где η := (ϕ; ϕ̂)t ∈ ~G(2) := ~G(Ω)⊕ ~G(Ω),

M(λ) :=

(
IG 0

0 IG

)
+ λ

(
−2ω0iŜ2,2 A−1/2

−A−1/2 0

)
+

(
G1(λ) 0

0 0

)
.

Относительно пучковM(λ) и l(λ) имеет место лемма.

Лемма 8. Набор элементов ηk := (ϕk; ϕ̂k)
t (k = 0, n− 1) является цепочкой из

собственного и присоединенных к нему элементов пучка M(λ), отвечающей
собственному значению λ0 ∈ C\[−2ω0i, 2ω0i], тогда и только тогда, когда ϕk
(k = 0, n− 1) — цепочка из собственного и присоединенных к нему элементов пуч-
ка l(λ), отвечающая собственному значению λ0 и

ϕ̂0 = λ0A
−1/2ϕ0, ϕ̂k = λ0A

−1/2ϕk +A−1/2ϕk−1, k = 1, . . . , n− 1. (42)

Опираясь на лемму 8 докажем теорему о двукратной полноте с дефектом части
системы собственных и присоединенных элементов операторного пучка l(λ).

Теорема 6. Пусть ϕ(l)
k (k = 0, k(λl)) — цепочка из собственного и присоединен-

ных к нему элементов пучка l(λ) из (41), отвечающая собственному значению
λl. Тогда система элементов η

(l)
k := (ϕ

(l)
k ; ϕ̂

(l)
k )t (k = 0, k(λl)), где индекс l про-

бегает все собственные значения λl пучка l(λ), лежащие вне круга радиуса R

(R > max{2ω0, bm}), а ϕ(l)
k и ϕ̂

(l)
k связаны соотношениями (42) для каждого l, об-

разует полную в ~G(2) систему с точностью до конечного дефекта.

Доказательство. В силу леммы 8 нужно доказать, что система собственных и при-
соединенных элементов пучка M(λ), отвечающая собственным значениям лежа-
щим вне круга радиуса R (R > max{2ω0, bm}), полна в ~G(2) с точностью до конеч-
ного дефекта. Осуществим в задаче M(λ)η = 0 замену спектрального параметра:
λ = −iµ−1, где µ — новый спектральный параметр. Умножив правую и левую части
полученного выражения на −µ, придем к следующей спектральной задаче:

− µM(−iµ−1)η =
(
Â − µÎ − µĜ(µ)

)
η = 0, (43)

где Â :=

(
2ω0Ŝ2,2 iA−1/2

−iA−1/2 0

)
, Ĝ(µ) :=

(
G1(−iµ−1) 0

0 0

)
,
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а Î — единичный оператор в ~G(2). Здесь Â = Â∗ ∈ Sp(~G
(2)) (p > 3), KerÂ = 0,

а Ĝ(µ) — голоморфная в круге |µ| < R−1 оператор-функция, принимающая зна-
чения из L(~G(2)). По теореме из [4], с. 78 получаем, что система собственных
и присоединенных элементов оператор-функции −µM(−iµ−1), отвечающих соб-
ственным значениям из круга |µ| < R−1, имеет не более конечного дефекта в ~G(2).
После обратной замены спектрального параметра получим, что система собствен-
ных и присоединенных элементов оператор-функцииM(λ), отвечающих собствен-
ным значениям, лежащим вне круга |λ| < R, имеет не более конечного дефекта в
~G(2) = ~G(Ω)⊕ ~G(Ω). �

Из леммы 8 и теоремы 6 как следствие получаем следующее главное утверждение
о двукратной полноте с дефектом для исходного операторного пучка L(λ).

Теорема 7. Обозначим через PG ортопроектор пространства H на ~G(Ω). Пусть
ξ

(l)
k (k = 0, k(λl)) — цепочка из собственного и присоединенных к нему элемен-
тов пучка L(λ), отвечающая собственному значению λl. Тогда система элементов
η

(l)
k := (PGξ(l)

k ; ξ̂
(l)
k )t (k = 0, k(λl)), где индекс l пробегает все собственные значе-

ния λl пучка L(λ), лежащие вне круга радиуса R (R > max{2ω0, bm}), а ξ(l)
k и ξ̂

(l)
k

связаны соотношениями

ξ̂0 = λ0A
−1/2PGξ0, ξ̂k = λ0A

−1/2PGξk +A−1/2PGξk−1, k = 1, . . . , k(λl),

для каждого l, образует полную в ~G(Ω)⊕ ~G(Ω) систему с точностью до конечного
дефекта.

Отметим здесь, что если ω0 = 0, g = 0 то, как будет показано далее, при неко-
торых условиях система элементов η

(l)
k (k = 0, k(λl)) из теоремы 7, где индекс l

пробегает все собственные значения λl пучка L(λ), лежащие у мнимой оси будет
образовывать полную в ~G(Ω)⊕ ~G(Ω) систему.

2.5. О локализации спектра в случае g = 0. Здесь будет установлено, что если
g = 0, то спектр задачи (27) лежит в правой замкнутой полуплоскости. Итак, пусть
g = 0, запишем задачу L(λ)ξ = 0, где ξ := (~v;ϕ)t ∈ H, в виде

L(λ)ξ :=
(
λ2A− 2ω0iλS + P −

m∑
l=1

(bl − λ)−1Kl
)
ξ = 0, (44)

P := diag(0, IG), Kl := diag(0, U∗MΠ(pl)U) = diag(0, K̂l).

Теорема 8. Пусть выполнено условие (b) (см. (30)), тогда весь спектр задачи (44)
лежит в полосе {0 ≤ Reλ < bm}.

Доказательство. Из теоремы 4 следует, что существенный спектр задачи (44) по-
падает в указанную полосу. Осталось доказать, что все изолированные собственные



70 Д. А. Закора

значения задачи попадают туда же. Пусть λ 6= 0 — собственное значение задачи (44),
а ξ = (~v;ϕ)t — отвечающий ему собственный элемент, тогда

λ(Aξ, ξ)− 2ω0i(Sξ, ξ) +
1

λ
(Pξ, ξ)−

m∑
l=1

1

λ(bl − λ)
(Klξ, ξ) = 0. (45)

Выделив действительную часть из (45) получим, что

Reλ

[
(Aξ, ξ) +

(Pξ, ξ)
|λ|2

+

m∑
l=1

|λ|2 − |bl − λ|2

|λ|2|bl − λ|2
· (Klξ, ξ)

bl

]
=

m∑
l=1

(Klξ, ξ)
|bl − λ|2

. (46)

Выберем теперь положительные числа al (l = 1,m), как в условии (b) (см. (30)),
тогда из леммы 4 получим, что

(Pξ, ξ)albl − (Klξ, ξ) = ‖ϕ‖2~G(Ω)
albl − (K̂lϕ,ϕ) ~G(Ω) ≥ ‖ϕ‖

2
~G(Ω)

(albl −max
x∈Ω

pl(x)) ≥ 0 и

m∑
l=1

[
|λ|2 − |bl − λ|2

|λ|2|bl − λ|2
· (Klξ, ξ)

bl
+
al(Pξ, ξ)
|λ|2

]
=

=
m∑
l=1

(Klξ, ξ)|λ|2 + |bl − λ|2((Pξ, ξ)albl − (Klξ, ξ))
bl|λ|2|bl − λ|2

≥ 0.

Отсюда и из (46) следует, что Reλ ≥ 0. Если Reλ > 0, то из последнего неравенства
и из (46) можно вывести, что Reλ < bm. �

2.6. Свойства спектральной задачи в случае, когда g = 0, ω0 = 0. Если g = 0,
ω0 = 0, то учитывая, что λ = 0 не является собственным значением задачи и рас-
суждая как в теореме 8 можно показать, что спектр задачи (27) лежит в пра-
вой открытой полуплоскости. Далее будет показано, что справедливо более силь-
ное утверждение. В этом случае удается также доказать двукратную полноту
без дефекта для некоторой системы, построенной по собственным и присоединен-
ным элементам задачи. Пусть g = 0, ω0 = 0, в этом случае задача L(λ)ξ = 0, где
ξ := (~v;ϕ)t ∈ H = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), принимает вид

l(λ)ϕ = 0, l(λ) := IG + λ2A−1 −
m∑
l=1

(bl − λ)−1U∗MΠ(pl)U. (47)

В задаче (47) осуществим замену λA−1/2ϕ = ϕ̂. Полученную систему за-
пишем в векторно матричной форме: M(λ)η = 0, где η := (ϕ; ϕ̂)t ∈ ~G(2),
M(λ) := Î + λÂ+

∑m
l=1(λ− bl)−1K̂l,

Â :=

(
0 A−1/2

−A−1/2 0

)
, K̂l :=

(
U∗MΠ(pl)U 0

0 0

)
.

Относительно связи собственных и присоединенных элементов пучков M(λ) и
l(λ) имеет место утверждение, аналогичное лемме 8 с очевидными изменениями. А
также справедлива следующая
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Теорема 9. Пусть существует r: bm < r < b1 + a−1(1− 2
√
ab), где a := ‖A−1/2‖,

b := mmaxl=1,m, x∈Ω pl(x), и ϕ(l)
k (k = 0, k(λl)) — цепочка из собственного и присо-

единенных к нему элементов пучка l(λ) из (47), отвечающая собственному зна-
чению λl. Тогда система элементов η(l)

k := (ϕ
(l)
k ; ϕ̂

(l)
k )t (k = 0, k(λl)), где индекс l

пробегает все собственные значения λl пучка l(λ), лежащие вне круга |λ− r| ≤ r,
а ϕ(l)

k и ϕ̂
(l)
k связаны соотношениями (42) для каждого l, образует полную в ~G(2)

систему.

Доказательство. Как и в теореме 6 здесь нужно доказать, что система собствен-
ных и присоединенных элементов пучкаM(λ), отвечающая собственным значени-
ям лежащим вне некоторого круга |λ− r| ≤ r, полна в ~G(2). Осуществим в задаче
M(λ)η = 0 замену спектрального параметра: λ = r2µ−1 + r, где r > bm пока про-
извольно, а µ — новый спектральный параметр. Умножив правую и левую части
полученного выражения на µ, придем к следующей спектральной задаче:

µM(
r2

µ
+ r)η =

[
µ(I + rÂ) + r2Â+

m∑
l=1

µ2

r2 + µ(r − bl)
K̂l

]
η = 0. (48)

Применив к правой и левой части (48) оператор (I + rÂ)−1 и проведя несложные
преобразования придем к спектральной задаче

µ(I + rÂ)−1M(
r2

µ
+ r)η =

[
µI + r2(I + rÂ)−1Â+

+(I + rÂ)−1µ
2

r2

+∞∑
n=0

(−1)nµn

(
m∑
l=1

(
r − bl
r2

)n
K̂l

)]
η = 0 (49)

в области |µ| < r2(r − b1)−1.
Наша цель — установить, что пучок задачи (49) допускает факторизацию. Ис-

пользуя оценку ‖(I + rÂ)−1‖ ≤ 1 запишем условие, достаточное для факторизации
пучка задачи (49):

∃t ∈ (0,
r2

r − b1
) :

r2

t
‖Â‖+

+∞∑
n=0

tn+1

r2
‖

m∑
l=1

(
r − bl
r2

)n
K̂l‖ < 1. (50)

Учитывая, что ‖Â‖ ≤ a, ‖K̂l‖ = ‖K̂l‖ = maxx∈Ω pl(x) (l = 1,m), условие (50) будет
выполнено, если

∃t ∈ (0,
r2

r − b1
) :

r2a

t
+

b

r2

+∞∑
n=0

tn+1

(
r − b1
r2

)n
< 1. (51)

Просуммировав в (51) геометрическую прогрессию и проделав простые алгебраи-
ческие преобразования найдем, что условие (51) эквивалентно следующему:

∃t ∈ (0,
r2

r − b1
) : t2(b+ (r − b1))− tr2(1 + a(r − b1)) + ar4 < 0, (52)
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Дискриминант в квадратичном выражении из (52) будет положительным, если
(r − b1) /∈ [a−1(1− 2

√
ab), a−1(1 + 2

√
ab)]. В этом случае меньший корень квадра-

тичного выражения будет меньше, чем r2(r − b1)−1, если a(r − b1) < 1. Отсюда
получаем, вспомнив условие r > bm, что r должно удовлетворять неравенствам
bm < r < b1 + a−1(1 − 2

√
ab). В силу условий теоремы такое число r существу-

ет, а значит условие (50) выполнено.
По теореме 23.4 из [13], с. 130, пучок задачи (49) допускает факторизацию в

форме µ(I+rÂ)−1M(r2µ−1+r) =: (I+rÂ)−1Mr(µ) = A+(µ)(µI−Z), где оператор-
функция A+(µ) — голоморфна и голоморфно обратима при |µ| < t. При этом спектр
оператора Z лежит в круге |µ| < t. В этой области задача для операторного пучка
(I + rÂ)−1Mr(µ) сводится к задаче на собственные значения для оператора Z. Из
равенства

µ(I + rÂ)−1M(r2µ−1 + r) =

(
A+(0) +

A′+(0)µ

1!
+ . . .

)
· (µI − Z), (53)

приравнивая коэффициенты при нулевой степени µ, получим, что r2(I +

rÂ)−1Â = −A+(0)Z, откуда следует, что Z = −r2A−1
+ (0)(I + rÂ)−1Â ∈ Sp(~G

(2))

(p > 3). Приравнивая в (53) коэффициенты при первой степени µ получим, что
I = A+(0)−A′+(0)Z, откуда следует, что A+(0) = I +A′+(0)Z. Из проведенных рас-
суждений следует, что Z = (I + T )Â, где T ∈ S∞(~G(2)). Таким образом, оператор Z
есть слабое возмущение оператора Â. Учитывая, что KerÂ = {0} и Â— нормальный
оператор со спектром на двух лучах по теореме 4.2 из [13], с. 20, получаем, что си-
стема корневых элементов оператора Z, а следовательно и пучка (I + rÂ)−1Mr(µ)

в указанной области, полна в гильбертовом пространстве ~G(2). Остается заметить,
что собственные и присоединенные элементы пучков (I + rÂ)−1Mr(µ) и Mr(µ),
отвечающие одному и тому же собственному значению, совпадают. �

Установим теперь локализацию спектра задачи в случае, когда g = 0, ω0 = 0.

Теорема 10. Пусть выполнено условие (b) (см. (30)), тогда спектр зада-
чи (47), лежащий в окрестности множества ∪ml=1(bl−1, bl) действительный, а
две комплексно сопряженные ветви попадают в полосу {α1 ≤ Reλ ≤ α2}, где
0 < α1 < α2 < bm.

Доказательство. Для пучка M(λ) (см. (28)), в силу леммы 5 и свойств функ-
ции pλ(x), справедливы свойства M(λ)� 0 при λ ∈ (bl−1, inf ∆l) и M(λ)� 0 при
λ ∈ (sup ∆l, bl) (l = 1,m, b0 := 0).

Рассмотрим уравнение pl(x) + λ2‖A−1‖ = 0. Если выполнено условие (30), то
при каждом фиксированном x ∈ Ω, как несложно проверить, это уравнение име-
ет два комплексно сопряженных корня и ровно m действительных положи-
тельных корней, которые разделены числами bl (l = 1,m). В силу непрерыв-
ности функции pλ(x) по пространственным переменным при изменении x ∈ Ω



Малые движения и нормальные колебания вращающейся жидкости 73

действительные корни уравнения будут меняться непрерывно и в совокуп-
ности образовывать ровно m отрезков ∆l,a ⊂ (bl−1, bl) (b0 := 0, l = 1,m). При
этом inf ∆l ≤ inf ∆l,a, sup ∆l ≤ sup ∆l,a. Отсюда следует, что λ−2l(λ)� 0 при
λ ∈ (bl−1, inf ∆l) и λ−2l(λ)� 0 при λ ∈ (sup ∆l,a, bl) (l = 1,m, b0 := 0).

Докажем теперь, что [λ−2l(λ)]′ � 0 при λ > 0, λ 6= bl (l = 1,m). Этот факт, вместе
со сказанным выше, позволит применить утверждение о факторизации к пучку
−λ−2l(λ). В самом деле, выберем, согласно условию (b) (см. (30)), числа al (l = 1,m)

и проведем вычисления:

[λ−2l(λ)]′ =

m∑
l=1

λ−3(bl − λ)−2
[
(2bl − 3λ)K̂l − 2(bl − λ)2alIG

]
.

Если λ > 2bl/3, то [λ−2l(λ)]′ � 0, очевидно. Если λ ∈ (0, 2bl/3], то достаточным
условием для того, чтобы [λ−2l(λ)]′ � 0, как несложно установить, будет свой-
ство K̂l − blalIG � 0, которое справедливо в силу условия (b). Таким образом, со-
гласно следствию 30.8 из [13], с. 179, для каждого l = 1,m рассматриваемый пу-
чок допускает факторизацию −λ−2l(λ) = ll,+(λ)(λIG − Zl), где Zl ограничен и
подобен самосопряженному оператору, σ(Zl) ⊂ (inf ∆l − ε, sup ∆l,a + ε) для любого
0 < ε < min {inf ∆l − bl−1, bl − sup ∆l,a}, а ll,+(λ) голоморфна и голоморфно обрати-
ма в некоторой окрестности отрезка [bl−1 + ε, bl − ε]. Отсюда следует, что спектр
задачи (47), лежащий в окрестности множества ∪ml=1(bl−1, bl) (b0 := 0) действитель-
ный.

Пусть теперь λ(±i) — пара комплексно сопряженных собственных значений пучка
l(λ) и ϕ(±i) (‖ϕ(±i)‖ ~G(Ω) = 1) — отвечающие им собственные элементы. Тогда λ(+i)

является корнем уравнения

1 + λ2(A−1ϕ(+i), ϕ(+i)) ~G(Ω) −
m∑
l=1

(K̂lϕ
(+i), ϕ(+i)) ~G(Ω)

bl − λ
= 0, (54)

которое можно переписать в форме(
λ2 + (A−1ϕ(+i), ϕ(+i))−1

~G(Ω)

) m∏
l=1

(bl − λ)− (A−1ϕ(+i), ϕ(+i))−1
~G(Ω)
×

×
m∑
l=1

(K̂lϕ
(+i), ϕ(+i)) ~G(Ω)

m∏
j=1, j 6=l

(bj − λ) = 0.

Раскроем здесь скобки и соберем слагаемые с λm+2 и λm+1, получим

(−1)mλm+2 + (−1)m+1λm+1
m∑
l=1

bl + . . . = 0. (55)

Из геометрических соображений ясно, что уравнение (54), кроме числа λ(+i),
имеет также корни λ(−i) и λ(l) ∈ ∆l,A := ∆l ∪∆l,a (l = 1,m). Следовательно, оно
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может быть записано в форме:

(−1)m
(
λ− λ(+i))

)(
λ− λ(−i))

) m∏
l=1

(
λ− λ(l))

)
= 0.

Собрав здесь слагаемые с λm+2 и λm+1, получим

(−1)mλm+2 + (−1)m+1λm+1
(

2Reλ(±i) +
m∑
l=1

λ(l)
)

+ . . . = 0. (56)

Из (55) и (56) следует, что Reλ(±i) = 2−1
∑m

l=1(bl − λ(l)). Отсюда, учитывая, что
λ(l) ∈ ∆l,A := ∆l ∪∆l,a (l = 1,m), следуют оценки 0 < α1 < Reλ(±i) < α2 < bm, где
α1 := 2−1

∑m
l=1(bl − sup ∆l,a), α2 := 2−1

∑m
l=1(bl − inf ∆l) < bm. �

2.7. Асимптотики всех ветвей собственных значений в случае, когда g = 0,
ω0 = 0 и характеристики модели постоянны. Рассмотрим случай, когда g = 0,
ω0 = 0 и функции a2

∞(x) и kl(x) (l = 1,m) постоянны. Тогда функции pl(x) постоян-
ны и pl(x) ≡ pl, где pl > 0 — некоторые константы, удовлетворяющие условию (a)

(см. (29)). В этом случае функция pλ (см. (28)) будет зависеть только от λ. Обозна-
чим корни уравнения pλ = 0 через γl (l = 1,m), при этом γl ∈ (bl−1, bl) (l = 1,m).

Из теоремы 10 следует, что в рассматриваемом случае спектр пучка l(λ) из (47)
попадает в некоторую вертикальную полосу, расположенную в правой полуплос-
кости и является действительным в некоторой окрестности действительной поло-
жительной полуоси. Из теоремы 3 следует, что возможными предельными точками
спектральной задачи могут быть только бесконечно удаленная точка и точки γl
(l = 1,m). Таким образом, спектр задачи (47) в рассматриваемом случае может
состоять из (m+ 2)-х ветвей изолированных конечнократных собственных значе-
ний с предельными точками в бесконечности и в точках γl (l = 1,m). В самом
деле, пусть {λk(A−1)}∞k=1 — последовательность собственных значений оператора
A−1, занумерованных по убыванию и с учетом их кратности, а {ϕk(A−1)}∞k=1 —
последовательность соответствующих собственных элементов. Тогда все собствен-
ные значения пучка l(λ) из (47) могут быть найдены как корни последовательности
скалярных уравнений pλ + λ2λk(A

−1) = 0 (k ∈ N). Для исследования асимптотики
корней этих уравнений определим функции fl(λ) := (λ− γl)p−1

λ (l = 1,m). Мож-
но проверить, что функции fl(λ) голоморфны в некоторых окрестностях точек γl,
fl(γl) 6= 0, signfl(γl) = −1 (l = 1,m).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 11. Пусть pl(x) ≡ pl, где pl > 0 — некоторые константы, удовлетворя-
ющие условию (a) (см. (29)), а γl (l = 1,m) — корни уравнения pλ = 0 (при этом
γl ∈ (bl−1, bl)). Тогда спектр пучка l(λ) из (47) состоит из (m+ 2)-х серий изо-
лированных собственных значений; точнее — из двух комплексно сопряженных
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ветвей {λ(±i)
k (l)}∞k=1 и m действительных ветвей {λ(l)

k (l)}∞k=1 ⊂ (γl, bl) (l = 1,m)

для которых справедливы асимптотические формулы:

λ
(±i)
k (l(λ)) = ±iλ−1/2

k (A−1) +
1

2

m∑
l=1

pl∓

∓ iλ1/2
k (A−1)

[1

4

( m∑
l=1

pl

)2
− 1

2

m∑
l=1

plbl

]
+O(λk(A

−1)) (k →∞),

λ
(l)
k (l(λ)) = γl − λk(A−1)γ2

l fl(γl)+

+ 2λ2
k(A

−1)γ3
l fl(γl)

(
fl(γl) + γlf

′
l (γl)

)
+O(λ3

k(A
−1)) (k →∞),

где функции fl(λ) (l = 1,m) определены перед теоремой.
Для двух ветвей {λ(±i)

k (l)}∞k=1 при каждом фиксированном k ∈ N справедлива
также следующая асимптотическая формула:

λ
(±i)
k (l(λ)) = ±iλ−1/2

k (A−1)
(

1−
m∑
l=1

pl
bl

)1/2
+ o
( 1

b1

)
(b1 → +∞).

Доказательство. Доказательство формул в теореме сводится к применению асимп-
тотических методов к скалярным уравнениям pλ + λ2λk(A

−1) = 0 (k ∈ N). �

Здесь можно отметить, что из последней формулы в теореме следует, что если
наибольшее из времен релаксации b−1

1 стремится к нулю, то комплексно сопряжен-
ные ветви "садятся"в пределе на мнимую ось. Эта ситуация отвечает случаю баро-
тропной жидкости. В рассматриваемой же ситуации спектр задачи смещен с мни-
мой оси в правую полуплоскость. Кроме того, в отличие от баротропной жидкости,
здесь возникают ветви собственных значений с конечными предельными точками.
Эти ветви и связаны с наличием памяти в системе.
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В роботi дослiджено спектральну задачу про нормальнi коливання iдеальної ре-
лаксуючої рiдини у твердому тiлi, що обертається. На початку статтi наведено по-
становку задачi, а також отримано операторний жмуток, вiдповiдний спектральнiй
задачi. Для цього пучка вивченi питання локалiзацiї дискретностi i асимптотики
спектру. Доведено твердження про двократну повноту (з дефектом або без дефек-
та) для системи власних i приєднаних елементiв, отримано твердження про iстотний
спектрi задачi.

The problem on normal oscillations of an ideal relaxing fluid filling a rotating
container is investigated. The operator pencil corresponding to spectral problem is
obtained. For this operator pencil localization of spectrum, discreteness of spectrum and
essential spectrum are investigated. Asymptotic formulas for all branches of spectrum
are obtained. The double completeness with finite defect for the system of an eigne
elements and associate elements is proved.
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О БЕСКОНЕЧНЫХ ГРУППАХ ОТРАЖЕНИЙ С
ДВУМЯ ЛИНЕЙНЫМИ ОБОЛОЧКАМИ ОРБИТ

НАПРАВЛЕНИЙ СИММЕТРИИ

Найдены инварианты бесконечных групп отражений, имеющих две линейные
оболочки орбит направлений симметрии. Получена линейная классификация бес-
конечных групп отражений, действующих на нецилиндрических алгебраических
поверхностях и имеющих две линейные оболочки орбит направлений симметрии.

УДК 514.12

Введение. Теории инвариантов бесконечных групп отражений и связанной с ней
задачей о строении алгебраических поверхностей с бесконечными множествами
плоскостей симметрии посвящен целый ряд работ В.Ф.Игнатенко, А.Е.Залесского,
А.Е.Велесько, Т.Ю.Сысоевой, О.И.Рудницкого и других авторов (см., например,
обзорные статьи [1], [2] и библиографию к ним). В частности, в [3] показано, что
задача о строении нецилиндрических алгебраических гиперповерхностей с беско-
нечным множеством гиперплоскостей симметрии в конечномерном вещественном
векторном пространстве V сводится к вычислению базисных инвариантов беско-
нечной группы G, которая удовлетворяет следующим условиям:

(А) Группа порождается объединением образованных отражениями попарно
непересекающихся множеств M1, . . . , Mk, причем для каждого i = 1, . . . , k множе-
ство Mi определяется некоторой лежащей в V плоскостью Ai и соответствующей
квадратичной формой ϕi в следующем смысле: отражение (P, d) относительно ги-
перплоскости P в направлении вектора d принадлежит Mi тогда и только тогда,
когда d ∈ Ai, а гиперплоскость P сопряжена d относительно ϕi, но не содержит d.

(Б) Если два отражения принадлежат M1 ∪ · · · ∪Mk и не коммутируют между
собой, то некоторое Mi содержит оба эти отражения.

Для k ≤ 3 базисные инварианты такой группы известны. Получены отдельные
результаты об инвариантах группы G для k > 3. (см. [3], [4]). Однако вопросы
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линейной классификации групп, удовлетворяющих условиям (А) и (Б), за исклю-
чением случая k = 1, не рассматривались. В связи с этим естественно возникает
постановка следующей задачи:

Получить линейную классификацию групп, которые удовлетворяют услови-
ям (А) и (Б), а также алгебр полиномиальных инвариантов этих групп, если

(В) k = 2.
Решению этой задачи и посвящена настоящая работа.
Цель работы – построение линейной классификации групп, действующих на

нецилиндрических алгебраических поверхностях и удовлетворяющих условиям
(А)–(В), а также алгебр полиномиальных инвариантов таких групп.

Основные результаты: Вычислены базисные полиномиальные инварианты
групп, удовлетворяющих условиям (А)–(В), и для таких групп, действующих на
нецилиндрических алгебраических гиперповерхностях, получена линейная класси-
фикация.

Построены удовлетворяющие условиям (А)–(В) линейные алгебраические груп-
пы, имеющие вырожденные алгебры инвариантов, но не содержащие при этом сдви-
гов. Показано также, что удовлетворяющая условиям (А)–(В) линейная алгебраи-
ческая группа может содержать сдвиги, но ни один из таких сдвигов не является
произведением каких-либо двух отражений, принадлежащих этой группе (что про-
тиворечит соответствующей гипотезе А.Е.Залесского).

1o. Пусть группа G удовлетворяет условиям (А)–(В). Используя результаты, полу-
ченные в работе [3], зафиксируем в пространстве V базис

(aij , bil, cq : 1 ≤ i ≤ 2; 1 ≤ j ≤ mi; 1 ≤ l ≤ si; 1 ≤ q ≤ m)

с соответствующими координатными функциями

xij = a∗ij , yil = b∗il, zq = c∗q (1 ≤ i ≤ 2; 1 ≤ j ≤ mi; 1 ≤ l ≤ si; 1 ≤ q ≤ m), (1)

относительно которого

A1 = 〈a1j , b1l : j ≤ k1; l ≤ s1〉 ,

A2 = 〈a2j , b1p, b2l, : j ≤ k2; p ≤ s; l ≤ s2〉 ,
а для каждого i ≤ 2 множество Mi определяется плоскостью Ai и квадратичной
формой ϕi, где

ϕ1 =
∑
j

ε1,j x
2
1,j + 2

∑
l

y1,l ξ1,l,

ϕ2 =
∑
j

ε2,j x
2
2,j + 2

∑
l

y2,l ξ2,s+l + 2

s∑
p=1

y1,p ξ2,p,

причем для всех i, j, l

ξi,l ∈ 〈z1, . . . , zm〉 , εi,j ∈ {−1, 1}.
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Положим
h1 = ϕ1, h2 =

∑
j

ε2,j x
2
2,j + 2

∑
l

y2,l ξ2,s+l,

Λ1 = 〈ξ1,j : j ≥ 1〉, Λ2 = 〈ξ2,j : j ≥ 1〉, σ = dim Λ1 ∩ Λ2;

R – поле вещественных чисел, K – алгебра вещественных полиномиальных функ-
ций, а K0 – поле вещественных рациональных функций от переменных (1); KG –
алгебра полиномиальных инвариантов, а KG

0 – поле рациональных инвариантов
группы G.

Подмножество X множества K0 называется невырожденным, если X не содер-
жится в R(y2, . . . , yn) ни при каком выборе линейных координат y1, . . . , yn про-
странства V .

Теорема 1. Пусть либо s > 0 и ξ1,1, . . . , ξ1,s, ξ2,1, . . . , ξ2,s – нулевые формы, либо
s = 0. Тогда

KG
0 = R(h1, h2, z1, . . . , zm), KG = R[h1, h2, z1, . . . , zm]. (2)

При этом если dim Λ1 = s1, dim Λ2 = s2, то алгебра KG невырожденна, M1 ∪M2 –
множество всех отражений, сохраняющих каждый полиномиальный инвариант
группы G, и с точностью до линейной эквивалентности можно считать, что
ξ1,i = zi для всех i ≤ s1, ξ2,j = zj для всех j ≤ σ, ξ2,l = zl−σ+s1 для всех
l ∈ {σ + 1, . . . , s2}.

Теорема 2. Пусть s ≥ 1, ξ2,1 – ненулевая форма, и найдется λ ∈ R, для которого

ξ1,p = λ ξ2,p (p = 1, . . . , s).

Тогда

KG
0 = R(h1 + λh2, z1, . . . , zm), KG = R[h1 + λh2, z1, . . . , zm], (3)

т.е. каждый рациональный инвариант группы G является инвариантом группы,
порожденной квадратичным множеством отражений M0, определяемым плоско-
стью A1 + A2 и квадратичной формой h1 + λh2. При этом если λ 6= 0 и s = σ,
то алгебра KG невырожденна, M0 – множество всех отражений, сохраняющих
каждый полиномиальный инвариант группы G, и с точностью до линейной экви-
валентности можно считать, что ξ1,i = zi для всех i ≤ s1, ξ2,j = zj для всех
j ≤ σ, ξ2,l = zl−σ+s1 для всех l ∈ {σ + 1, . . . , s2}.

Теорема 3. Пусть s = 1, ξ1,1 ∦ ξ2,1. Тогда

KG
0 = R(ξ2,1 h1 + ξ1,1 h2, z1, . . . , zm), KG = R[ξ2,1 h1 + ξ1,1 h2, z1, . . . , zm]. (4)

При этом если dim Λ1 = s1, dim Λ2 = 1 + s2, то алгебра KG является невырож-
денной, а M1 ∪ M2 – множество всех отражений, сохраняющих каждый поли-
номиальный инвариант группы G, и с точностью до линейной эквивалентности
можно считать, что выполняется одно из следующих условий:
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1) ξ1,1 ∈ Λ2, ξ2,1 ∈ Λ1, ξ1,1 = ξ2,2 = z1, ξ1,2 = ξ2,1 = z2; если σ > 2, то ξ1,j = ξ2,j =

zj для всех j ∈ {3, . . . , σ}; если σ < s1, то ξ1,σ+j = zσ+j для всех j ∈ {1, . . . , s1−σ};
если σ < 1 + s2, то ξ2,σ+j = zs1+j для всех j ∈ {1, . . . , s2 − σ + 1}.

2) ξ1,1 /∈ Λ2, ξ2,1 /∈ Λ1, ξ1,j = zj для всех 1 ∈ {1, . . . , s1 − σ}, ξ2,j = zs1−σ+j для
всех j ∈ {1, . . . , s2− σ+ 1}; если σ > 0, то ξ1,s1−σ+j = ξ2,s2−σ+1+j = zs1+s2−2σ+j для
всех j ∈ {1, . . . , σ}.

3) ξ1,1 ∈ Λ2, ξ2,1 /∈ Λ1, ξ1,1 = ξ2,2 = z1, ξ2,1 = z2, ξ2,σ+1+j = zs1+1+j для всех
j ∈ {1, . . . , s2 − σ}; если σ > 1, то ξ1,j = ξ2,j = zj для всех j ∈ {3, . . . , σ + 1}; если
s1 > σ, то ξ1,σ+j = zσ+j+1 для всех j ∈ {1, . . . , s1 − σ}.

Теорема 4. Пусть s > 1 и ξ1,1ξ2,2 6= ξ1,2ξ2,1. Тогда

KG
0 = R(z1, . . . , zm), KG = R[z1, . . . , zm]. (5)

2o. Докажем сформулированные выше результаты.
Если P – гиперплоскость в V , v ∈ V \ P , то (P, v) будет обозначать отражение

относительно P в направлении v.
Пусть f ∈ KG

0 , ξ ∈ V ∗,

d =
∑
i,j

αi,jai,j +
∑
i,l

βi,lbi,l +
∑
p

γp zp,

где все αi,j , βi,l, γp принадлежат R. Если f ∈ K0, то f ′d обозначает производную
функции f вдоль d.

Отметим, что
(h1)′d = 2

∑
j

α1,jε1,jx1,j + 2
∑
l

β1,lξ1,l, (6)

(h2)′d = 2
∑
j

α2,jε2,jx2,j + 2
∑
l

β2,lξ2,s+l, (7)

(z1)′d = γ1, . . . , (zm)′d = γm, (8)

z1, . . . , zm – инварианты группы G.
Из ([5], предложения 1 и 2) следует, что f ∈ R(h1, h2, z1, . . . , zm), причем если

f ∈ K, то f ∈ R[h1, h2, z1, . . . , zm].
Рассмотрим теперь следующие случаи.
1. Если s > 0, то ξ1,1, . . . , ξ1,s, ξ2,1, . . . , ξ2,s – нулевые формы.
Тогда из (6) и (7) следует, что если ξ(d) 6= 0 и отражение относительно гипер-

плоскости ker ξ в направлении d принадлежит M1 ∪M2, то (h1)′d и (h2)′d делятся на
ξ. Поэтому h1, h2 принадлежат KG. Отсюда получаем (2).

Теперь предположим, что в рассматриваемом случае dim Λ1 = s1, dim Λ2 = s2

(и поэтому s = 0). Тогда из (6)–(8) следует, что если (h1)′d, (h2)′d, (z1)′d, . . . , (zm)′d
– нулевые формы, то d = 0̄. Это значит, что KG – невырожденная алгебра. Про-
верим, что всякое отражение, сохраняющее каждую из форм h1, h2, z1, . . . , zm,
принадлежит M1 ∪M2.
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Пусть ξ(d) 6= 0, а отражение (ker ξ, d) сохраняет формы h1, h2, z1, . . . , zm. Тогда
(h1)′d, (h2)′d, (z1)′d, . . . , (zm)′d делятся на ξ, и из (8)

γ1 = . . . = γm = 0. (9)

Кроме того, (h1)′d 6= 0 или (h2)′d 6= 0 (иначе, по доказанному выше, d = 0̄). Но тогда
найдется ai,j , для которого ξ(ai,j) 6= 0, т.к. иначе из делимости (h1)′d и (h2)′d на ξ
следует, что ξ ∈ 〈z1, . . . , zm〉, т.е. что ξ(d) = 0.

Допустим, что ξ(a1,1) 6= 0. Тогда из (h2)′d(a1,1) = 0 следует, что (h2)′d = 0, и
(h1)′d = λξ для некоторого λ ∈ R\{0}. Отсюда d ∈ A1 и ξ сопряжена h1 относительно
d, т.е. (ker ξ, d) ∈M1.

Аналогичным образом показывается, что если ξ(a2,1) 6= 0, то (ker ξ, d) ∈M2.
2. s > 0, ξ2,1 – ненулевая форма.
По доказанному выше, f ∈ R(h1, x

2
2,1, . . . , y2,1, . . . , z1, . . . , zm), и если f ∈ K, то

f ∈ R[h1, x
2
2,1, . . . , y2,1, . . . , z1, . . . , zm]. Но тогда из ([5], предложения 2 и 3) имеем:

f = g(h1 + h2ξ1,1ξ
−1
2,1 , z1, . . . , zm) ∈ R(h1 + h2ξ1,1ξ

−1
2,1 , z1, . . . , zm), (10)

причем если f ∈ K, то f ∈ R[h1 + h2ξ1,1ξ
−1
2,1 , z1, . . . , zm].

2.1. ξ1,p = λpξ2,p для некоторого λ ∈ R и всех p ∈ {1, . . . , s}.
Тогда h1+h2ξ1,1ξ

−1
2,1 = h1+λh2. Из (6) и (7) следует, что если ξ(d) 6= 0 и отражение

(ker ξ, d) принадлежит M1 ∪M2, то форма (h1)′d + λ (h2)′d делится на ξ. Поэтому
h1 + λh2 ∈ KG. Отсюда получаем (3).

2.2. s = 1, ξ1,1 ∦ ξ2,1.
В этом случае если f ∈ K, то, полагая

F = ξ2,1h1 + ξ1,1h2,

имеем: f ∈ R[F, z1, . . . , zm] (см. [6], лемма 1). Из (6) и (7) следует, что если ξ(d) 6= 0

и (ker ξ, d) ∈M1 ∪M2, то квадратичная форма F ′d = ξ2,1(h1)′d + ξ1,1(h2)′d делится на
ξ. Поэтому F ∈ KG, и получаем (4).

Предположим теперь, что dim Λ1 = s1, dim Λ2 = 1 + s2. Если при этом F ′d,
(z1)′d, . . . , (zm)′d – нулевые формы, то из (8) следует (9), а из (6) и (7) получаем

ξ2,1

(∑
j

α1,jε1,jx1,j +
∑
l

β1,lξ1,l

)
= −ξ1,1

(∑
j

α2,jε2,jx2,j +
∑
l

β2,lξ2,1+l

)
. (11)

Но ξ1,1 ∦ ξ2,1. Поэтому найдется λ ∈ R, для которого линейная комбинация∑
j

α2,jε2,jx2,j +
∑
l

β2,lξ2,1+l + λ ξ2,1

линейно независимых форм x2,1, . . . , x2,m2 , ξ2,1, . . . , ξ2,1+s2 является нулевой фор-
мой. Значит, все коэффициенты этой линейной комбинации равны 0. Но тогда
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из (11) получаем, что все коэффициенты линейной комбинации∑
j

α1,jε1,jx1,j +
∑
l

β1,lξ1,l

линейно независимых форм x1,1, . . . , x1,m1 , ξ1,1, . . . , ξ1,s1 также равны 0. Следова-
тельно, d = 0̄. Это значит, что KG – невырожденная алгебра. Проверим, что всякое
отражение, сохраняющее каждую из форм F, z1, . . . , zm, принадлежит M1 ∪M2.

Пусть ξ(d) 6= 0, а отражение (ker ξ, d) сохраняет формы F, z1, . . . , zm. Тогда
F ′d, (z1)′d, . . . , (zm)′d делятся на ξ, и из (8) получаем (9). Кроме того, F ′d 6= 0 (иначе,
по доказанному выше, d = 0̄). Но тогда найдется ai,j , для которого ξ(ai,j) 6= 0, т.к.
иначе из делимости F ′d на ξ следует, что ξ ∈ 〈z1, . . . , zm〉, т.е. что ξ(d) = 0.

Допустим, что ξ(a1,1) 6= 0. Тогда α1,1 6= 0, и можно считать, что ξ = α1,1ε1,1x1,1+θ,
где θ(a1,1) = 0. Из последнего равенства и делимости F ′d на ξ следует, что
F ′d = ξ2,1ξ. Но тогда ξ2,1

(
(h1)′d − ξ

)
+ ξ1,1 (h2)′d = 0. Отсюда найдется λ ∈ R,

для которого λ ξ2,1 + (h2)′d = 0. Учитывая линейную независимость форм
x2,1, . . . , x2,m2 , ξ2,1, . . . , ξ2,1+s2 , как и выше, получаем: λ = 0, d ∈ A1, ξ = (h1)′d,
(ker ξ, d) ∈M1.

Аналогичным образом показывается, что если ξ(a2,1) 6= 0, то (ker ξ, d) ∈M2.
2.3. s > 1, ξ1,1ξ2,2 6= ξ1,2ξ2,1.
Пусть t1 и t2 принадлежат R. Отражения

T1 = (ker(ε2,1x2,1 + t1ξ2,1), a2,1 + t1b1,1), T2 = (ker(ε2,1x2,1 + t2ξ2,1), a2,1 + t2b1,1),

T3 = (ker(ε2,1x2,1 − t1ξ2,1 + t2ξ2,2), a2,1 − t1b1,1 + t2b1,2), T0 = (kerx2,1, a2,1)

принадлежат M2, и учитывая инвариантность f относительно произведения
T0T1T2T3, из (10) для любого вещественного t получаем:

g(h1 + h2ξ1,1ξ
−1
2,1 , z1, . . . , zm) = g(h1 + h2ξ1,1ξ

−1
2,1 + t (ξ1,1ξ2,2 − ξ1,2ξ2,1), z1, . . . , zm).

Отсюда следует (5).
Утверждения о специальном базисе группы G с невырожденной алгеброй инва-

риантов непосредственно следуют из леммы, доказанной в [4].

3o. Если dim Λ1 < s1 или dim Λ2 < s2, то G содержит сдвиги и имеет вырожденную
алгебру инвариантов. В то же время из теорем 2–4 следует, что G может иметь
вырожденную алгебру инвариантов и тогда, когда dim Λ1 = s1, а dim Λ2 = s2.
Рассмотрим некоторые связанные с этой возможностью примеры. Будем при этом
считать, что m1 = m2 = 1, s1 = s2 = 2.

Пример 1. В следующих четырех случаях G содержит сдвиги, но ни один из этих
сдвигов не является произведением каких либо двух отражений, принадлежащих
группе G.

1) s = 1, ξ1,1 = ξ2,1 = z1 + z2, ξ1,2 = z1, ξ2,2 = z2;
2) s = 2, ξ1,1 = ξ2,1 = z1, ξ1,2 = z2, ξ2,2 = z1 + z2;
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3) s = 2, ξ1,1 = ξ2,1 = z1, ξ1,2 = z2, ξ2,2 = z3;
4) s = 2, ξ1,1 = ξ2,1 = z1, ξ1,2 = z2, ξ2,2 = ρ z2, ρ ∈ R \ {0; 1}.

Пример 2. Пусть s = 2, ξ1,1 = z1, ξ1,2 = z2, ξ2,1 = a z1 − b z2, ξ2,2 = b z1 + a z2, где
a ∈ R, b ∈ R \ {0}. Тогда G не содержит сдвигов, но комплексификация группы G

содержит сдвиги, причем ни один из этих сдвигов не является произведением каких
либо двух отражений, принадлежащих комплексификации группы G.

Пример 3. Пусть s = 2, ξ1,1 = z1, ξ1,2 = z2. Тогда в следующих двух случаях груп-
па G имеет вырожденную алгебру инвариантов, но при этом комплексификация
группы G не содержит сдвигов.

1) ξ2,1 = z2, ξ2,2 = z3;
2) ξ2,1 = z3, ξ2,2 = z4.

Доказательство указанных свойств группы G использует то, что если квадра-
тичное множество M0 отражений в базисе (a, b1, b2, c1, c2, . . . , cm) с координат-
ными функциями x, y1, y2, z1, z2, . . . , zm пространства V определяется плоскостью
〈a, b1, b2〉 и квадратичной формой x2+2 (y1z1+y2z2), то всякое несобственное преоб-
разование, принадлежащее группе G0, порожденной множеством M0, представимо
(и только одним способом) как произведение отражения, принадлежащего M0, и
преобразования, имеющего координатное представление

x′ = x, y′1 = y1 + t z2, y
′
2 = y2 − t z1, z

′
1 = z1, . . . , z

′
m = zm,

где t ∈ R. Это позволяет найти координатное представление каждого преобразова-
ния T , принадлежащего G и удовлетворяющего условию rank(T − Id) = 1.
Заключение. Основные результаты работы:
Получены линейная классификация и базисные инварианты бесконечных нерас-

ширяемых групп отражений, действующих на нецилиндрических алгебраических
гиперповерхностях и имеющих две линейные оболочки орбит направлений сим-
метрии. Построены некоторые примеры групп с вырожденными алгебрами инва-
риантов.
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Побудовани iнварiанти нескiнченних груп вiддзеркалень, що мають двi лiнiй-
нi оболонки орбiт напрямiв симетрiй. Знайдена лiнiйна класифiкацiя нескiнченних
груп вiддзеркалень, що дiють на нецилiндричних алгебраїчних поверхнях та мають
двi лiнiйнi оболонки орбiт напрямiв симетрiй.

The invariants of infinite reflection groups having two linear spans of orbits of
symmetry directions are obtained. The linear classification of infinite reflection groups
acting on non-cylindrical algebraic surfaces and having two linear spans of orbits of
symmetry directions is given.
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ДОМИНАНТНАЯ ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА В
ПРОСТРАНСТВАХ ЛОРЕНЦА

В настоящей работе доказывается аналог доминантной эргодической теоремы
для абсолютных сжатий в пространствах Лоренца измеримых функций на положи-
тельной полуоси. Используются методы теории симметричных пространств изме-
римых функций в пространствах с бесконечной мерой.

1. Введение

Одним из направлений исследования общей эргодической теории является изу-
чение асимптотического поведения и условий сходимости Чезаровских средних для
различных классов операторов в банаховых пространствах. Важнейшие из полу-
ченных результатов были названы эргодическими теоремами (см. например, [5], [7],
[9] — [12], [15] — [17]). К числу таких теорем относится доминантная эргодическая
теорема

Теорема 1. (ДЕТ) Пусть (Ω, A, µ) пространство с мерой и T — положитель-
ное (L1 − L∞)-сжатие. Тогда для любой неотрицательной измеримой функции f
имеет место неравенство

‖BT f‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p (1 < p <∞),

где BT f = sup
n≥1

1
n

n−1∑
k=0

T kf .

В работах [2] — [4] и [6] рассматривались аналоги доминантной эргодической тео-
ремы для абсолютных сжатий в симметричных пространствах измеримых функций
на отрезке [0, 1] и на полуоси [0,+∞).

В данной статье доказывается аналог доминантной эргодической теоремы для
абсолютных сжатий в пространствах Лоренца.

Мы будем использовать обозначения и терминологию из [1], [6], [8], [13], [14].
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2. Предварительные сведения

Пусть µ – мера Лебега на полупрямой [0, ∞) и S(0, ∞) пространство всех изме-
римых по Лебегу почти всюду конечных функций на (0, ∞).

Функцией распределения функции f называют функцию nf , определяемую для
любого τ ∈ (0, +∞) равенством:

nf (τ) = n|f |(τ) = µ{t ∈ (0, ∞) : |f(t)| > τ}.

Обознчим через S0(0, +∞) подпространство функций из S(0, +∞), для которых
функция распределения nf (τ) 6≡ +∞.

Убывающей перестановкой функции f ∈ S0(0, +∞) называется убывающая
непрерывная справа функция f∗, равноизмеримая с функцией f(t). Функция f∗

имеет вид:
f∗(t) = inf{τ ∈ (0, ∞) : nf(t)(τ) ≤ t}.

Определение 1. Банахово пространство (E, ‖ · ‖E) функций из S0(0, +∞) назы-
вается перестановочно инвариантным или симметричным, если оно удовлетворяет
следующим условиям:
S1o. Если f ∈ S0(0, +∞), g ∈ E и |f(t)| ≤ |g(t)| почти всюду на (0, +∞), то f ∈ E

и ‖f(t)‖E ≤ ‖g(t)‖E .
S2o. Если f ∈ S0(0, +∞), g ∈ E и f∗(t) = g∗(t), то f ∈ E и ‖f(t)‖E = ‖g(t)‖E .

Как известно, симметричными пространствами являются пространства Lp, Ор-
лича, Лоренца, Марцинкевича и многие другие.

Известно, что любое симметричное пространство (E, ‖ · ‖E) является промежу-
точным между L1(0, +∞) и L∞(0, +∞), то есть

L1(0, +∞) ∩ L∞(0, +∞) ⊂ E ⊂ L1(0, +∞) + L∞(0, +∞).

Для каждой f ∈ L1(0, +∞) + L∞(0, +∞) рассмотрим функцию

f∗∗(t) =
1

t

t∫
0

f∗ dµ, t ∈ (0, +∞).

Определение 2. Положительный линейный оператор

T : L1 + L∞ −→ L1 + L∞

называется положительным (L1 − L∞)-сжатием или абсолютным сжатием, если
1o. T действует в L1(0, +∞) и L∞(0, +∞);
2o. ‖T‖L1→L1 ≤ 1, ‖T‖L∞→L∞ ≤ 1.

Обозначим, как и в [6], множество всех положительных (L1 − L∞)-сжатий через
PC.
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Для T ∈ PC положим:

BT f = sup
n>1

1

n

n−1∑
k=0

T k|f |.

Пусть ψ(t) (6= 0) — возрастающая вогнутая функция на [0, ∞) и ψ(0) = 0.
Множество

Λψ =

 f(t) ∈ S0(0, ∞) : ‖f‖Λψ =

+∞∫
0

f∗(t)dψ(t) <∞


называется пространством Лоренца

Пространство Лоренца Λψ является симметричным пространством.
Рассматривается и другой класс простанств Лоренца:

Lp,q =

f ∈ S0(0,∞) :

 ∞∫
0

t
q
p [f∗(t)]q

dt

t

 1
q

<∞

 ,

c нормой:

‖f‖Lp,q =

 ∞∫
0

t
q
p [f∗(t)]q

dt

t

 1
q

,

где 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞, q 6 p.
Пространства Лоренца Lp,q также являются симметричными пространствами.
Заметим, что справедливо следующее соотношение:

Lp,p = Lp.

3. Доминантная эргодическая теорема

Рассмотрим для любого τ > 0 оператор растяжения στ : S(0, ∞)→ S(0, ∞)

στf(t) = f

(
t

τ

)
, τ > 0.

Как известно, операторы στ ограниченно действуют в любом симметричном про-
странстве E ([1]).

Вычислим норму ‖στ‖E→E для пространств E = Lp,q и E = Λψ.
Напомним, что функцией растяжения положительной всюду конечной функции

ψ(t) на полуоси (0, ∞) называется функция

Mψ(s) = sup
0<t<∞

ψ(st)

ψ(t)
, 0 < s <∞.
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• Вычислим ‖στf‖Lp,q .

‖στf‖Lp,q =

 ∞∫
0

t
q
p

[
f∗
(
t

τ

)]q dt
τ

 1
q

=

∣∣∣∣ tτ = s, t = τs

∣∣∣∣ =

=

 ∞∫
0

(τs)
q
p [f∗(s)]q

τds

τs

 1
q

= τ
1
p

 ∞∫
0

(s)
q
p [f∗(s)]q

ds

s

 1
q

= τ
1
p ‖f‖Lp,q .

Следовательно

‖στ‖Lp,q = τ
1
p .

Отметим, что для E = Lp ‖στ‖Lp = τ
1
p .

• Рассмотрим теперь ‖στf‖Λψ :

‖στf‖Λψ =

∞∫
0

f∗
(
t

τ

)
dψ(t) =

[
t

τ
= s, t = τ s

]
=

∞∫
0

f∗(s)dψ(τ s).

Так как
θ∫

0

dψ(τ s) = ψ(τ θ),

θ∫
0

dψ(s) = ψ(θ),

то
θ∫

0

dψ(τ s) = ψ(τ θ) =
ψ(τ θ)

ψ(θ)
ψ(θ) =

=
ψ(τ θ)

ψ(θ)

θ∫
0

dψ(s) 6

θ∫
0

sup
θ>0

ψ(τ θ)

ψ(θ)
dψ(s).

По свойству перестановок (см. [1], гл. II, § 2.) имеем:

‖στf‖Λψ 6 sup
0<θ<∞

ψ(τ θ)

ψ(θ)

∞∫
0

f∗(s)dψ(s) = Mψ(τ)‖f‖Λψ .

С другой стороны,

‖στ‖Λψ > sup
t>0

‖στ χ(0, t)‖Λψ
‖χ(0, t)‖Λψ

= sup
t>0

∞∫
0

χ∗(0, t)(s)dψ(τ s)

∞∫
0

χ∗(0, t)(s)dψ(s)

=
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= sup
t>0

t∫
0

dψ(τ s)

t∫
0

dψ(s)

= sup
t>0

ψ(τ t)

ψ(t)
= Mψ(τ).

Следовательно

‖στ‖Λψ = Mψ(τ).

Для симметричного пространства E положим:

dE =

1∫
0

‖σ 1
τ
‖E→E d τ.

Для пространства Лоренца Lp,q с p > 1 имеем:

dLp,q =

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Lp,q d τ =

1∫
0

(
1

τ

) 1
p

d τ =

=

1∫
0

τ
− 1
p d τ =

τ
1− 1

p

1− 1
p

∣∣∣∣∣
1

0

=
p

p− 1
− lim
τ→+0

τ
1− 1

p

1− 1
p

.

Так как p > 1, то 1− 1
p > 0, и

dLp,q =
p

p− 1
.

Следующая теорема, представляет собой аналог доминантной эргодической тео-
ремы в пространствах Лоренца Λψ.

Теорема 2. Если ‖στ‖Λψ = o(τ), при τ →∞, T ∈ PC и f ∈ Λψ, то BT f ∈ Λψ и

‖BT f‖Λψ 6 ‖f
∗∗‖Λψ 6 dΛψ‖f‖Λψ .

Доказательство. Так как ‖στ‖Λψ = o(τ) при τ →∞, то оператор Харди

Hf(t) = 1
t

t∫
0

f(s) dτ ограниченно действует в Λψ ([1], теорема 6.6). Следовательно,

если f ∈ Λψ, то f∗∗ = Hf∗ ∈ Λψ. Тогда, в силу теоремы 3 [2] BT f ∈ Λψ и
‖BT f‖Λψ 6 ‖f∗∗‖Λψ .

Далее,

f∗∗(t) =
1

t

t∫
0

f∗(s)ds = | s = τ t | = 1

t

t∫
0

f∗(τ t)d(τ t) =

=
1

t

1∫
0

f∗(τ t) t dτ =

1∫
0

f∗(τ t)dτ =

1∫
0

σ 1
τ
f∗(t)dτ.
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Следовательно

‖f∗∗‖Λψ 6
1∫

0

‖σ 1
τ
‖Λψ dτ · ‖f

∗‖Λψ =

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Λψ dτ · ‖f‖Λψ = dΛψ‖f‖Λψ .

�

Заметим, что

dΛψ =

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Λψ dτ <∞

при
‖στ‖Λψ = o(τ), τ →∞.

Для пространства Лоренца Lp,q, имеет место аналогичный результат:

Теорема 3. Если p > 1, f ∈ Lp,q, и T ∈ PC, то BT f ∈ Lp,q и

‖BT f‖Lp,q 6 ‖f∗∗‖Lp,q 6
p

p− 1
‖f‖Lp,q .

Доказательство. Пусть f ∈ Lp,q. Так как

‖f∗∗‖Lp,q 6
1∫

0

‖σ 1
τ
‖Lp,q dτ · ‖f∗‖Lp,q 6

p

p− 1
‖f‖Lp,q <∞,

то f∗∗ ∈ Lp,q и по [2]

‖BT f‖Lp,q 6 ‖f∗∗‖Lp,q 6
p

p− 1
‖f‖Lp,q ( при p > 1 ).

�

Отметим, что формулировка полученного результата согласуется с формулиров-
кой классической доминантной эргодической теоремы в пространствах Lp, приве-
денной во введении.
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У данiй роботi доведено аналог домiнантної ергодичної теореми для абсолютних
стискiв у просторах Лоренца вимiрнiх функцiй на додатнiй напiвосi. Використовано
методи теорiї симетричних просторiв вимiрних функцiй на просторах з необмежен-
ной мiрой.

In the present work we study conditions under which Dominated Ergodic Theorems
hold in Lorenz spaces for a positive contraction on positive semiaxis. The method’s of
the rearrangements invariant spaces was used.
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А. М. Погребицкая, С. И. Смирнова

К ВОПРОСУ О ТОЧНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОГО
АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ

ЗАДАЧИ ТЕПЛОИЗЛУЧЕНИЯ

В работе получена оценка части аналитического гибридного решения нелиней-
ного дифференциального уравнения второго порядка, возникающего при описании
математической модели задачи теплоизлучения.

Введение

Большинство прикладных задач, описывающих реальные физические процессы,
сводятся к системам нелинейных дифференциальных уравнений с переменными
коэффициентами [1],[2]. К такому классу задач можно отнести задачу о теплоизлу-
чении радиатора трапецеидального сечения (см. [3]). Данная конструкция исполь-
зуется в космических установках и описывается следующим нелинейным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка

ε2U ′′(r) + a(r, ε)U ′(r)− βb(r, ε)U4(r) = 0, (1)

U0(d) = 1, U ′0(f) = 0 (2)

где ε, β — малые параметры, a(r, ε), b(r, ε) — некоторые непрерывно дифференци-
руемые функции.

Для получения замкнутого аналитического решения уравнения (1) использует-
ся метод двойного гибридного асимптотического разложения (см. [4]). Впервые ги-
бридный ВКБ-Галеркин метод был предложен Грищаком В.З. (см. [5]). В результате
применения данного подхода получаем следующую систему линейных дифферен-
циальных уравнений второго порядка:

ε2U ′′0 + a(r)U ′0 = 0, (3)

ε2U ′′1 + a(r)U ′1 = b(r)U4
0 . (4)
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1. Построение аналитического решения линейного
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами

Рассмотрим дифференциальное уравнение (3). Построим гибридное ВКБ-
Галеркин решение этого уравнения для случая, когда функция a(r) дифференци-
руема на отрезке [d, f ] и не обращается в нуль на этом отрезке. Пусть на концах
отрезка выполняются условия (2).

В результате применения метода Бернулли, уравнение (3) примет вид:

ε2Z ′′ − g(r)Z = 0, (5)

где

g(r) =
a2(r)

4ε2
+
a′(r)

2
, Y (r) = exp

− 1

2ε2

r∫
d

a(x) dx

 , U0(r) = Z(r) · Y (r).

Однородное дифференциальное уравнение (5) содержит малый параметр ε2, по-
этому его общее решение будем искать с помощью гибридного ВКБ-Галеркин ме-
тода, согласно которому решение уравнения (5) описывается аналитическим выра-
жением

ZH(r, ε) = exp

 r∫
d

(δ0ϕ0 + . . .) dx

 . (6)

Ограничимся в разложении (6) одним членом. Для нахождения неизвестного зна-
чения функции ϕ0 используем метод фазовых интегралов, а для нахождения зна-
чения параметра δ0 — критерий ортогональности Галеркина. Подробное решение
уравнения (3) ВКБ—методом, а также и вычисление функции ϕ0 описано в рабо-
те [6].

Итак,

ZH(r) = c1,2 exp

 r∫
d

δ01,2g
1
2 (x) dx

 ,

где

δ01,2 = ± g(d)− g(f)

4
f∫
d

√
g3(x) dx

+

√√√√√√√√ 1

ε2
+

 g(f)− g(d)

4
f∫
d

√
g3(x) dx


2

.

Тогда

U0H (r) = c1,2 exp

 r∫
d

(δ01,2g
1
2 (x)− 1

2ε2
a(x)) dx


является общим решением уравнения (3).
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Обозначая

G1(r) = exp

 r∫
d

δ01g
1
2 (x) dx

 , G2(r) = exp

 r∫
d

δ02g
1
2 (x) dx

 , (7)

δ01,2 = G±
√

1

ε2
+G2, G =

g(d)− g(f)

4
f∫
d

√
g3(x) dx

,

e(r) = exp

 1

2ε2

r∫
d

a(x) dx

 ,

получим следующий вид гибридного ВКБ-Галеркин решения уравнения (3):

U0H (r) = C1
G1(r)

e(r)
+ C2

G2(r)

e(r)
. (8)

Таким образом, с применением гибридного ВКБ-Галеркин подходом было полу-
чено аналитическое решение линейного дифференциального уравнения с перемен-
ными коэффициентами, содержащими параметр при старшей производной.

2. Асимптотический характер гибридного ВКБ-Галеркин решения

Гибридное ВКБ-Галеркин решение строится на на основе развития метода фа-
зовых интегралов. Поэтому можно ожидать, что при малых значениях параметра
гибридное ВКБ-Галеркин решение имеет асимптотический характер.

Дадим следующее определение.

Определение 1. (см. [7], с. 291) Функцию z(x, ε) назовем εr–асимптотическим
решением, если для любого x ∈ [a, b] искомое решение можно представить в виде

U(x, ε) = z(x, ε) + ν(x, ε) · εr, (9)

где ν(x, ε) ограничена при ε→ 0.

Докажем асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения уравнения (3) от-
резке [d, f ] с краевыми условиями

U0(d) = Ud, U ′0(f) = Uf . (10)

Теорема. Если существует единственное решение U0(x, ε) краевой задачи
(3),(10), а функция a(r) дифференцируема по r на отрезке [d, f ], не обращается
в нуль на этом отрезке и удовлетворяет условию α 6

√
g(r) 6 β на [d, f ], тогда

для любого r ∈ [d, f ] функция (8) является ε–асимптотическим решением уравне-
ния (3).
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Доказательство. Найдем первую и вторую производные гибридного ВКБ-
Галеркин решения (8):

U ′0H = − a(r)

2ε2e(r)
(C1G1 + C2G2) +

√
g(r)

e(r)
G(C1G1 + C2G2)+

+

√
g(r)

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2), (11)

U ′′0H = − a′(r)

2ε2e(r)
(C1G1 + C2G2) +

a2(r)

4ε4e(r)
(C1G1 + C2G2)−

−
a(r)

√
g(r)

ε2e(r)
G(C1G1 + C2G2)−

a(r)
√
g(r)

ε2e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)+

+
g′(r)G

2
√
g(r)e(r)

(C1G1 + C2G2) +
g(r)G2

e(r)
(C1G1 + C2G2)+

+
2g(r)G

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2) +

g′(r)

2
√
g(r)e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)+

+
g(r)

e(r)

(
1

ε2
+G2

)
(C1G1 + C2G2). (12)

Подставив (11) и (12) в исходное уравнение (3), получим

ε2U ′′0H + a(r)U ′0H = − a
′(r)

2e(r)
(C1G1 + C2G2) +

a2(r)

4ε2e(r)
(C1G1 + C2G2)−

−
a(r)

√
g(r)

e(r)
G(C1G1 + C2G2)−

a(r)
√
g(r)

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)+

+
ε2g′(r)G

2
√
g(r)e(r)

(C1G1 + C2G2) +
ε2g(r)G2

e(r)
(C1G1 + C2G2)+

+
2ε2g(r)G

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2) +

ε2g′(r)

2
√
g(r)e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)+

+
g(r)

e(r)
(C1G1 + C2G2) +

g(r)

e(r)
ε2G2(C1G1 + C2G2)− a2(r)

2ε2e(r)
(C1G1 + C2G2)+

+
a(r)

√
g(r)

e(r)
G(C1G1 + C2G2) +

a(r)
√
g(r)

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2) =

= −
(
a2(r)

4ε2
+
a′(r)

2

)
C1G1 + C2G2

e(r)
+

ε2g′(r)G

2
√
g(r)e(r)

(C1G1 + C2G2)+

+
2ε2g(r)G2

e(r)
(C1G1 + C2G2) +

2ε2g(r)G

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)+
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+
ε2g′(r)

2
√
g(r)e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2) +

g(r)

e(r)
(C1G1 + C2G2) =

=
ε2

e(r)

(
g′(r)

2
√
g(r)

+ 2g(r)G

)(
G(C1G1 + C2G2) +

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)

)
=

=

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)(
ε2

(√
g(r)G

e(r)
(C1G1 + C2G2)+

+

√
g(r)

e(r)

√
1

ε2
+G2(C1G1 − C2G2)− a(r)

2e(r)ε2
(C1G1 + C2G2)

)
+

+
a(r)

2

C1G1 + C2G2

e(r)

)
=

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)(
ε2U ′0H +

a(r)

2
U0H

)
.

Таким образом, U0H является общим решением уравнения

ε2U ′′0H +

(
a(r)− ε2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

))
U ′0H−

− a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U0H = 0. (13)

Используя способ, основанный в [7], обозначим

D0 = U0 − U0H (14)

и запишем уравнение (3) в виде

ε2U ′′0 +

(
a(r)− ε2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

))
U ′0 −

a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U0 =

= −ε2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U ′0 −

a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U0. (15)

Обозначим

F = −
(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
.

Находя разность уравнений (15) и (13), используя (14), получим уравнение, ко-
торому удовлетворяет функция D0:

ε2D′′0 + (a(r) + ε2F )D′0 +
a(r)

2
FD0 =

(
ε2U ′0 +

a(r)

2
U0

)
F. (16)

На концах отрезка [d, f ] функция D0 удовлетворяет краевым условиям

D0(d) = 0, D′0(f) = 0. (17)

Уравнение (16) можно рассматривать как неоднородное уравнение относитель-
но D0. Тогда, согласно [8], в случае, когда соответствующая линейная однород-
ная задача (16)–(17) имеет только тривиальное решение (это выполняется кроме
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случая exp(2
√

1/ε2 +G2
f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2+G2)−a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√

1/ε2+G2)−a(f)/2ε2
= 1), интегральное

представление решения линейной неоднородной задачи (16)–(17) имеет единствен-
ное решение

D0 =

f∫
d

Gr(r, s)

(
ε2U ′0 +

a(s)

2
U0

)
F ds, (18)

где Gr(r, s) — функция Грина задачи (16)–(17).
Функция Gr(r, s) определена при r ∈ [d, f ], s ∈ (d, f) и при каждом s ∈ (d, f)

обладает следующими свойствами:
1) при r 6= s функция Gr(r, s) удовлетворяет соответствующему линейному од-

нородному уравнению

ε2D′′0 + (a(r) + ε2F )D′0 +
a(r)

2
FD0 = 0; (19)

2) при r = d и r = f функция Gr(r, s) удовлетворяет краевым условиям (17);
3) при r = s функция Gr(r, s) непрерывна по r, а ее производная по r имеет

разрыв первого рода со скачком, равным 1/ε2, т.е.

Gr(s+ 0, s) = Gr(s− 0, s), Gr′r(s+ 0, s)−Gr′r(s− 0, s) = 1/ε2.

Чтобы найти функцию Грина задачи (16)–(17), нужно построить решение
D01(r) 6= 0 уравнения (19), удовлетворяющее только первому (r = d) условию (17),
и решение D02(r) 6= 0, удовлетворяющее второму краевому условию.

Обозначим два линейно независимых решения уравнения (13) U0H1
и U0H2

:

U0H1
=
G1(r)

e(r)
=

1

e(r)
exp

(G+
√

1/ε2 +G2)

r∫
d

√
g(x) dx

 , (20)

U0H2
=
G2(r)

e(r)
=

1

e(r)
exp

(G−
√

1/ε2 +G2)

r∫
d

√
g(x) dx

 . (21)

Тогда функции D01 и D02 могут быть определены как

D01 = U0H1
− U0H2

, (22)

D02 = U0H1
−

− exp

2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx

√g(f)(G+
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√
g(f)(G−

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2

U0H2
. (23)
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Функцию Gr(r, s) будем искать в виде

Gr(r, s) =

{
ϕ(s)D01(r), d 6 r 6 s,

ψ(s)D02(r), s 6 r 6 f.
(24)

Функции ϕ(s) и ψ(s) выбираются так, чтобы выполнялись условия, накладыва-
емые на функцию Грина, т.е., чтобы{

ψ(s)D02(r) = ϕ(s)D01(r),

ψ(s)D′02(r)− ϕ(s)D′01(r) = 1/ε2.
(25)

Отсюда

ϕ(s) =
D02(s)

ε2(D01(s)D′02(s)−D′01(s)D02(s))
, (26)

ψ(s) =
D01(s)

ε2(D01(s)D′02(s)−D′01(s)D02(s))
. (27)

Обозначив
P ∗ = D01(s)D′02(s)−D′01(s)D02(s),

e∗ = exp(2
√

1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√

1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2
6= 1,

и учитывая (22)–(23), получим

P ∗ = (U0H1
− U0H2

)(U ′0H1
− e∗U ′0H2

)− (U ′0H1
− U ′0H2

)(U0H1
− e∗U0H2

) =

= (U0H1
U ′0H2

− U ′0H1
U0H2

)(1− e∗).
Учитывая (20)–(21), и то, что

U ′0H1
= U0H1

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G+

√
1

ε2
+G2

))
,

U ′0H2
= U0H2

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G−

√
1

ε2
+G2

))
,

имеем

P ∗ = −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)U0H1

U0H2
(1− e∗) =

= −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)(1− e∗) 1

e2(s)
exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 . (28)

Тогда функция Грина примет вид

Gr(r, s) =


D01(r)D02(s)

ε2P ∗
, d 6 r 6 s,

D01(s)D02(r)

ε2P ∗
, s 6 r 6 f.

(29)
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Запишем решение задачи (16)–(17) с помощью функции Грина

D0 =

f∫
d

Gr(r, s)

(
ε2U ′0 +

a(s)

2
U0

)
F ds =

= −(U0H1
(r)− U0H2

(r))

r∫
d

(U0H1
(s)− e∗U0H2

(s))e2(s)
(
ε2U ′0 + a(s)

2 U0

)
F ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)−

−(U0H1
(r)− e∗U0H2

(r))

f∫
r

(U0H1
(s)− U0H2

(s))e2(s)
(
ε2U ′0 + a(s)

2 U0

)
F ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) . (30)

Сделаем некоторые оценки

|G1| 6 max{G1, G2} = L, |G2| 6 max{G1, G2} = L, (31)∣∣∣∣∣ F√
g(r)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2G+
g′(r)

2g(r)
√
g(r)

∣∣∣∣∣ 6 2|G|+ |g′(r)|
2 min |g3/2(r)|

= K, (32)

exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 > exp(2Gα(s− d)) > N, (33)

где

N =

{
1, α > 0,

exp(2Gα(f − d)), α < 0.
(34)

Учитывая (31)–(34), можно записать

|D0| 6
1

2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|

∣∣∣(U0H1
(r)− U0H2

(r))·

·
r∫
d

(U0H1
(s)− e∗U0H2

(s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F√
g(s)

e2(s)

(
U ′0 +

a(s)

2ε2
U0

)
ds+

+(U0H1
(r)− e∗U0H2

(r))

f∫
r

(U0H1
(s)− U0H2

(s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F√
g(s)

e2(s)

(
U ′0 +

a(s)

2ε2
U0

)
ds | 6

6
(|G1|+ |G2|)(|G1|+ e∗|G2|)
2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|e2(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f∫
d

F√
g(s)

e(s)(e(s)U0)′ ds

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
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6
L2ε

N
√

1 + ε2G2

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ Ke(r)
∣∣∣∣∣∣
f∫
d

(e(s)U0)′ ds

∣∣∣∣∣∣ .
Обозначив

C =
L2K

N

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ ,
получим

|D0| 6
Cε

e(r)
√

1 + ε2G2
|e(f)U0(f)− e(d)U0(d)| ,

или
|D0| 6

Cε√
1 + ε2G2

|U0(f)− U0(d)/e(f)|.

Функция

µ(r) =
C√

1 + ε2G2
|U0(f)− U0(d)/e(f)|

ограничена при ε→ 0.
Таким образом, обозначив

M =
C√

1 + ε2G2
|U0(f)− U0(d)/e(f)|,

имеем оценку
|U0 − U0H | 6 ε ·M,

что и доказывает ε–асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения (8)– (7)
уравнения (3).

Теорема доказана. �

Выводы

Таким образом, показано, что часть гибридного ВКБ-Галеркин решения, возни-
кающая при решении дифференциального уравнения (3), носит асимптотический
характер. Это свидетельствует о высокой точности приближения его к точному ре-
шению уравнения (3). В дальнейшем предполагается рассмотрение точности оценки
аналитического решения линейного неоднородного дифференциального уравнения
второго порядка (4), что даст возможность оценить в целом точность приближен-
ного гибридного асимптотического решения задачи (1), полученного в работе [4].
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К-СВОЙСТВО РАДОНА-НИКОДИМА ДЛЯ
ПРОСТРАНСТВ ФРЕШЕ

В данной работе рассматриваются новые характеристики отображений в локаль-
но выпуклые пространства: сильная компактная абсолютная непрерывность и К-
свойство Радона-Никодима. Доказано, что любое пространство Фреше обладает К-
свойством Радона-Никодима. Установлена почти всюду дифференцируемость силь-
но компактно абсолютно непрерывного отображения в пространстве, порождённом
абсолютно выпуклым компактным множеством. Получена обобщённая формула
Лагранжа с компактной выпуклой оценкой для дифференцируемых отображений
в пространства Фреше.

Введение

Хорошо известно, что для вещественнозначных функций множество всех неопре-
делённых интегралов Лебега совпадает со множеством всех абсолютно непрерыв-
ных функций (с точностью до константы). Для отображений как в банаховы, так и в
локально выпуклые пространства (ЛВП) имеется достаточно эффективный аналог
интеграла Лебега — интеграл Бохнера. Подобно интегралу Лебега в вещественном
случае, неопределённый интеграл Бохнера является абсолютно непрерывным отоб-
ражением относительно нормы (ACs). Однако, в отличие от классического случая,
уже не всякое абсолютно непрерывное отображение представимо в виде неопреде-
лённого интеграла Бохнера [1].

В связи с этим был выделен класс пространств, имеющих свойство Радона-
Никодима (RNP ), которые характеризуются тем, что всякое абсолютно непрерыв-
ное отображение представимо в виде интеграла Бохнера [2, 3]. (RNP ) имеют, на-
пример, такие важные пространства, как `p (1 6 p < ∞), Lp[a; b] (1 < p < ∞).
Однако к примеру пространства c0, L1[a; b] и C[a; b] не обладают (RNP ) [2, 3].
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Таким образом, класс пространств с (RNP ) недостаточно широк. Ввиду этого
возникает естественная задача описания множества абсолютно непрерывных отоб-
ражений, представимых в виде интеграла Бохнера в общем случае для пространств
без свойства Радона-Никодима.

Для отображений пространств с мерой в банаховы пространства, а также — в про-
странства Фреше, в качестве вариантов решения данной задачи были предложены
так называемые теоремы типа Радона-Никодима [4] — [9]. Среди недавних иссле-
дований по данной проблематике следует отметить удобное проективное описание
банаховых пространств [10, 11], разновидности слабого (RNP ) [12], полезные ре-
зультаты для специальных пространств последовательностей [13] и, особенно, раз-
работки теории компактных множеств с (RNP ) [14].

В статье [15] была рассмотрена задача описания интеграла Бохнера отображе-
ний вещественного отрезка I = [a; b] ⊂ R в произвольные отделимые ЛВП E и
использованы для её решения новые выпуклые компактные характеристики таких
отображений — компактный субдифференциал и компактная вариация. Среди ос-
новных результатов данной работы отметим достаточное условие представимости
сильно абсолютно непрерывного отображения в виде неопределённого интеграла
Бохнера для произвольных отделимых ЛВП ([15], теорема 3.1) и соответствующий
критерий для пространств Фреше ([15], теорема 3.2).

Далее в [16] исследования [15] развиваются в новом направлении. В [16] вводятся
новые сильные компактные характеристики ЛВП-значных отображений: сильная
К-вариация (V s

K) и сильная К-абсолютная непрерывность (ACsK), а также выде-
ляется класс ЛВП, обладающих К-свойством Радона-Никодима (RNP )K , которые
характеризуются совпадением множества всех сильно компактно абсолютно непре-
рывных отображений F : I = [a; b]→ E (ACsK) со множеством всех неопределённых
интегралов Бохнера отображений F : I = [a; b] → E (IB). Было показано также,
что (RNP )K отличается от классического (RNP ) и построен пример отделимого
ЛВП, не являющегося пространством Фреше, которое не обладает (RNP )K . В то же
время остался открытым вопрос о характеризации пространств Фреше, имеющих
свойство (RNP )K .

В настоящей работе мы показываем, что любое пространство Фреше обладает
(RNP )K (теорема 4). Более того, показана дифференцируемость почти всюду вся-
кого отображения из ACsK в некотором пространстве EC = (spanC, ‖ · ‖C) (теорема
8), где C является некоторым абсолютно выпуклым компактом в E, а ‖·‖C — функ-
ционалом Минковскго, порождённым C. Также получена теорема о конечных при-
ращениях с компактной выпуклой оценкой для дифференцируемых отображений в
пространства Фреше (теорема 9). Напомним, что пространством Фреше называется
всякое полное ЛВП со счётной определяющей системой полунорм ‖ · ‖j . Через C(E)

будем обозначать множество всех абсолютно выпуклых компактов C ⊂ E.
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1. Сильная К-абсолютная непрерывность и K-свойство
Радона-Никодима для пространств Фреше

Введём понятие сильно компактно абсолютно непрерывного отображения F :

I → E. Через ACs(I, E) будем обозначать класс отображений F : I → E, имею-
щих обычное свойство сильной абсолютной непрерывности (относительно каждой
непрерывной полунормы на E).
Определение 1. Будем говорить, что отображение F сильно компактно абсо-
лютно непрерывно на I, если для некоторого C ∈ C(E), F : I → F (a) + EC и
F ∈ ACs(I, EC). Примем обозначение: F ∈ ACsK(I, E).

Предлагаемое нами доказательство существенно опирается на следующий извест-
ный результат из [18].

Теорема 1. Любое сепарабельное банахово пространство изометрически изоморф-
но некоторому замкнутому подпространству Ẽ пространства C[0; 1] всех веще-
ственных непрерывных функций, заданных на отрезке [0; 1] с нормой

‖ϕ‖C[0;1] = sup
x∈[0;1]

|ϕ(x)|.

Будем рассуждать по схеме ([16], теорема 3.3), где рассмотрен случай E = c0.
Сначала введём понятие эллипсоида в Ẽ ⊂ C[0; 1]. Обозначим через

wϕ(δ) := sup
|x1−x2|6δ

|ϕ(x1)− ϕ(x2)|, δ > 0, (1)

δ-модуль непрерывности функции ϕ ∈ C[0; 1]. Фиксируем некоторую последова-
тельность δ = (δk)

∞
1 , δk → +0.

Определение 2. Для произвольной числовой последовательности
ε = (εk > 0)∞k=1 назовём (невырожденным) δ-эллипсоидом в Ẽ ⊂ C[0; 1] множество

Cε =

{
ϕ ∈ Ẽ

∣∣∣∣ max

(
|ϕ(0)|, sup

k

wϕ(δk)

εk

)
6 1

}
.

Отметим вспомогательную лемму.

Лемма 1. Если последовательность ε сходится к нулю, то множество Cε явля-
ется компактным в Ẽ.

Доказательство. Во-первых, ∀ϕ ∈ Cε: ‖ϕ‖ 6 |ϕ(0)| +
wϕ(δ1)
δ1·ε1 , т.е. множество Cε

ограничено.
Во-вторых, т.к. εk → 0, то ∀η > 0 ∃k0 ∈ N: ∀k > k0 (η > εk). Поэтому ∀η > 0

существует окрестность нуля U(0) ⊂ R такая, что

sup
ϕ∈Cε

sup
t−s∈U(0)

|ϕ(s)− ϕ(t)| < η,
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то есть множество Cε равностепенно непрерывно и, следовательно, относительно
компактно в Ẽ (см. [18], c. 289).

Покажем, что Cε замкнуто в Ẽ. Пусть ϕm ∈ Cε, ϕm → ϕ при m → ∞. В таком
случае, если x1, x2 ∈ [0; 1] и |x1−x2| 6 δk, k ∈ N, то |ϕm(x1)−ϕm(x2)| 6 εk. Отсюда
в пределе, |ϕ(x1)− ϕ(x2)| 6 εk при |x1 − x2| 6 δk, то есть ϕ ∈ Cε и, следовательно,
множество Cε замкнуто.

Поскольку Cε замкнуто и относительно компактно в Ẽ, то Cε компактно в Ẽ. �

Замечание 6. Ясно, что множество Cε абсолютно выпукло. Норма ‖ · ‖Cε , порож-

дённая эллипсоидом в ECε = spanCε, имеет вид ‖ϕ‖Cε := max

(
|ϕ(0)|, sup

k

wϕ(δk)
εk

)
.

Ранее в [16] было показано, что любое компактно абсолютно непрерывное отоб-
ражение F : I = [a; b] → E представимо в виде неопределённого интеграла Бохне-
ра. Проверим теперь обратное утверждение для случая пространств Фреше. Для
этого докажем вспомогательную теорему. Здесь и всюду далее условимся обозна-
чать через S некоторое множество, Σ — σ-алгебру подмножеств S и µ — конечную
меру на Σ. Напомним, что любое пространство Фреше E является проективным
пределом банаховых пространств Êj , где Ej является пополнением пространства
Ej = E/ker‖ · ‖j ∀j ∈ N по соответствующей фактор-норме. Отметим также, что
интегрируемость отображений f : S → E по Бохнеру в E определяется как инте-
грируемость f в любом Êj .

Теорема 2. Пусть E — пространство Фреше и 1 6 p < ∞. Если отображение
f : S → E интегрируемо по Бохнеру, причём ∀j ∈ N

∫
S

‖f(t)‖pj dµ(t) < ∞, то

существует такой компакт C ⊂ E, что
∫
S

‖f(t)‖pC dµ(t) <∞.

Доказательство. 1) Начнём доказательство со случая, когда пространство E ба-
нахово, то есть

∫
S

‖f(t)‖p dµ(t) < ∞. Поскольку отображение f является интегри-

руемым по Бохнеру на S, то оно является µ-почти всюду сепарабельнозначным, то
есть µ-почти все значения f на S содержатся в некотором замкнутом сепарабельном
подпространстве E0 ⊂ E (см. [1], стр. 102). Пространство E0, в свою очередь, изо-
метрически изоморфно некоторому замкнутому подпространству Ẽ ⊂ C[0; 1] [18];
пусть ψ : E0 → Ẽ — соответствующая изометрия.

Это означает, что множество C ⊂ E0 компактно тогда и только тогда, когда
компактно ψ(C) ⊂ Ẽ. Более того, если C абсолютно выпукло, то

‖x‖C = ‖ψ(x)‖ψ(C) (∀x ∈ spanC).

Поэтому, не уменьшая общности рассуждений, можно заменить E0 на Ẽ ⊂ C[0; 1]

и рассуждать по аналогии с доказательством теоремы 3.3 из [16], привлекая понятие
эллипсоида Cε ⊂ Ẽ.
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2) Далее будем полагать, что f : S → Ẽ и что отображение f является конеч-
ным на S (поскольку f µ-почти всюду конечно на S ввиду интегрируемости по
Бохнеру). Покажем, что функционалы wϕ(δk) : Ẽ → R из (1) непрерывны по ϕ.
Действительно,

wϕ(δk) = sup
|x1−x2|6δk

|ϕ(x1)− ϕ(x2)| 6 2 sup
x∈[0;1]

|ϕ(x)| = 2‖ϕ‖E . (2)

Поскольку f интегрируемо по Бохнеру на S, то существует последовательность
простых отображений fm : S → Ẽ такая, что lim

m→∞
‖f(t)− fm(t)‖

Ẽ
= 0 для µ-почти

всех t ∈ S. Поэтому для µ-почти всех t ∈ S, в силу (2), верно

|wf(t)(δk)− wfm(δk)| 6 wf(t)−fm(t)(δk) 6 2‖f(t)− fm(t)‖ → 0 при m→∞,

откуда ввиду измеримости простых функций wfm(·)(δk) вытекает измеримость всех
функций wf(·)(δk).

Итак, wf(·)(δk) измерима ∀k ∈ N и поэтому функция ‖f(·)‖Cε (Cε — произволь-
ный невырожденный эллипсоид; см. определение 2) также является измеримой как
супремум последовательности измеримых функций wf(·)(δk) и функции ‖f(·)‖, ко-
торая является измеримой в силу интегрируемости по Бохнеру f на S. По условию
теоремы,

Kp :=

∫
S

‖f(t)‖p
Ẽ
dµ(t) =

∫
S

(
sup
s∈[0;1]

|f(t)(s)|

)p
dµ(t) <∞

ввиду (B)-интегрируемости f в Ẽ.
3) Подберём такую последовательность ε = (εk > 0)∞k=1, сходящуюся к нулю,

чтобы ∫
S

‖f(t)‖pCεdµ(t) <∞.

Обозначим через εk = (0, 0, ..., 0,

k место︷︸︸︷
1 , 1, 1, ...) и

Ik(f) =

∫
S

‖f(t)‖pC
εk
dµ(t), f : S → Ẽ.

Ясно, что ∀t ∈ I: ‖f(t)‖Cε1 > ‖f(t)‖Cε2 > ... > 0. Поэтому последовательность
интегралов {Ik}∞k=1 монотонно убывает при k →∞ и имеет верхнюю грань

I1(f) =

∫
S

‖f(t)‖pCε1 dt 6 2p ·Kp <∞, (3)

так как ∀ϕ ∈ Ẽ

‖ϕ‖Cε1 = max

(
|ϕ(0)|, sup

k
wδk(ϕ)

)
6
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6 max

(
|ϕ(0)|, sup

k
sup

|x1−x2|6δk
|ϕ(x1)− ϕ(x2)|

)
6 2 sup

x∈[0;1]
|ϕ(x)| = 2‖ϕ‖,

т.е.
‖ϕ‖Cε1 6 2‖ϕ‖ ∀ϕ ∈ Ẽ. (4)

Из (3) следует, что ∀t ∈ I существует предел

ϕ1(t) = lim
k→∞

‖f(t)‖C
εk

= 0, (5)

поскольку wf(t)(δk) → 0 при k → ∞. По следствию из теоремы Б.Леви [17], ввиду
(3) и (5) справедливо

lim
k→∞

Ik(f) = 0 ∀f : I → Ẽ. (6)

Воспользовавшись (6), построим последовательность {km}∞m=1 так, чтобы
∀m ∈ N ∃km ∈ N:

Ik(f) <
1

2m(m+ 1)p
∀k > km.

Положим ε = (ε`)
∞
`=1:

ε =

1, ... , 1;

k1 место︷︸︸︷
1

2
, ... ,

1

2
;

k2 место︷︸︸︷
1

3
, ... ,

1

3
; ...;

kn место︷ ︸︸ ︷
1

n+ 1
, ...

1

n+ 1
; ...

 .

Последовательность ε сходится к нулю и поэтому множество Cε является ком-
пактным в Ẽ. Как показано ранее, функция ‖f(t)‖Cε измерима. Далее,

I(f) :=

∫
S

‖f(t)‖pCεdµ(t) =

∫
S

max

(
|f(t)(0)|p,

(
sup
`∈N

wf(t)(δ`)

ε`

)p)
dµ(t) 6

6
∫
S

‖f(t)‖p
Ẽ
dµ(t) +

∫
S

(
sup
`∈N

wf(t)(δ`)

ε`

)p
dµ(t) 6

6 Kp +
∞∑
m=0

1

2m
= Kp + 2 <∞.

Для банаховых пространств теорема доказана.
4) Перейдём теперь к случаю, когда E — пространство Фреше. Поскольку тео-

рема доказана для банаховых пространств, то ∀j ∈ N существует такой абсолютно
выпуклый компакт Ĉj ⊂ Êj , что∫

S

‖f(t)‖p
Ĉj
dµ(t) <∞.

Заметим, что ‖ · ‖λC = 1
λ‖ · ‖λC ∀λ > 0 и подберём числа nj ∀j ∈ N так, чтобы∫
S

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) <
1

j2
∀j ∈ N.
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Рассмотрим множество

C =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup
j∈N
‖x‖

njĈj
6 1

}
.

Поскольку E является проективным пределом пространств Êj и поэтому может
быть плотно и непрерывно вложено в

∏
j∈N

Êj , то C может быть инъективно (вви-

ду отделимости пространства E), непрерывно и плотно вложено в произведение∏
j∈N

njĈj , которое является компактным по теореме Тихонова. Следовательно, C

является непустым абсолютно выпуклым компактом в E.
5) Функция ‖f(t)‖C = sup

j∈N
‖f(t)‖

njĈj
измерима как супремум последовательности

измеримых функций ‖f(t)‖
njĈj

. Далее, воспользовавшись теоремой Б.Леви, имеем

∫
S

‖f(t)‖pCdµ(t) =

∫
S

sup
j∈N
‖f(t)‖p

njĈj
dµ(t) 6

∫
S

∞∑
j=1

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) =

=
∞∑
j=1

∫
S

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) <
∞∑
j=1

1

j2
<∞.

�

Далее, в [16] получен следующий критерий сильной компактной абсолютной
непрерывности.

Теорема 3. Пусть E — отделимое ЛВП. Тогда F ∈ ACsK(I, E) если и только если

(i) F представимо в виде неопределённого интеграла Бохнера, т.е.

F (x) = F (a) + (B)
x∫
a
f(t)dt (a 6 x 6 b);

(ii)
b∫
a
‖f(t)‖Cdt <∞ для некоторого C ∈ C(E).

Из теорем 2 и 3 вытекает основной результат работы

Теорема 4. Пусть E — пространство Фреше. Для любого интегрируемого по
Бохнеру отображения f : S → E существует такой компакт C ∈ C(E), что

F (x) = (B)

x∫
a

f(t)dµ(t) ∈ ACsK(I, C), где a 6 x 6 b,

то есть любое пространство Фреше обладает свойством (RNP )K .
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2. Дифференцируемость отображений из ACsK в подходящих
пространствах EC , C ∈ C(E)

Возникает естественный вопрос: а не будет ли отображение f из теоремы 4 в
общем случае интегрируемым по Бохнеру в EC или, что то же самое, не обладает
ли всякое EC свойством Радона-Никодима? Это так в случае E = `p (1 6 p < ∞)
и C = Cε — компактного эллипсоида в E (см. [16]). Однако, если E = C[0; 1], то
ECε
∼= `∞, а пространство `∞ не обладает свойством Радона-Никодима (см. [3]).

Однако, как оказалось, в данном направлении можно получить некоторый инте-
ресный результат.
Теорема 5. Если E — пространство Фреше, то ∀C ′ ∈ C(E) ∃C ∈ C(E) такой,
что для любого F ∈ AC(I, EC′) его производная f = F ′ интегрируема по Бохнеру
в пространстве EC .

Для доказательства теоремы нам потребуется ввести новое свойство для ЛВП
и установить его справедливость для всех пространств Фреше. Далее символ ↪→↪→
означает компактное вложение пространств, а coA — замкнутую выпуклую облочку
множества A.

Определение 3. Будем говорить, что ЛВП E обладает свойством компактной
аппроксимации (E ∈ Kap), если ∀C ∈ C(E) ∃C ′ ∈ C(E) такое, что имеет место
компактное вложение: EC ↪→↪→ EC′ .

Теорема 6. Любое пространство Фреше E обладает свойством компактной ап-
проксимации. Точнее говоря, для всякого C ∈ C(E) существует непрерывное отоб-
ражение ϕ : E → E такое, что:

(i) для любого C ∈ C(E) вложение EC ↪→↪→ ECϕ компактно, где Cϕ = co ϕ(C);
(ii) ϕ(x) = x/ψ(x) (при x 6= 0), где 0 < ψ(x) < 1, ψ непрерывна, ψ(0) = 0,

ψ(∞) = 1;
(iii) (

x ∈ C ⇒ (‖x‖Cϕ 6 ψ(x)
)
. (7)

Доказательство. Пусть {‖·‖j}∞j=1 — определяющая система полунорм в E. Введём
отображения (∀x ∈ E):

ψ(x) =

∞∑
j=1

1

2j
·
√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

, ϕ(x) =
x

ψ(x)
(x 6= 0), ϕ(0) = 0. Имеем:

1). Функция ψ(x) непрерывна как сумма равномерно сходящегося ряда непре-
рывных функций:∣∣∣∣∣ 1

2j
·
√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

∣∣∣∣∣ < 1

2j
(∀j ∈ N), 0 6 ψ(x) <

∞∑
j=1

1

2j
= 1, ψ(0) = 0.
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При этом ∀N ∈ N:1 > lim
x→∞

ψ(x) >
N∑
j=1

1

2j
· lim
‖x‖j→∞

√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

= 1− 1

2N−1

⇒ (
lim
x→∞

ψ(x) = 1
)
.

2). Функция ϕ(x) = x
ψ(x) непрерывна при x 6= 0. Проверим непрерывность при

x = 0: ∀j ∈ N верно

‖ϕ(x)‖j =
‖x‖j
ψ(x)

6
‖x‖j

1
2j
·
√
‖x‖j

1+
√
‖x‖j

= 2j ·
√
‖x‖j ·

(
1 +

√
‖x‖j

)
→ 0 при x→ 0.

3). Обозначим Cϕ = co ϕ(C) ∈ C(E) и докажем, что вложение EC ↪→ ECϕ является
компактным.

a). Пусть x̃ ∈ ∂coC (∂coC — выпуклая граница C). Тогда при некотором λ > 1
ψ(x̃)

верно λ · x ∈ ∂coCϕ. Отсюда
‖x̃‖Cϕ 6 ψ(x̃). (8)

Если же x ∈ C, x̃ = µx (при некотором µ > 1), то подставляя x̃ = µx в (8), получаем:
µ · ‖x‖Cϕ = ‖x̃‖Cϕ 6 ψ(µx), откуда

‖x̃‖Cϕ 6
1

µ
ψ(µx̃) =

∞∑
j=1

1

2j
·
√
µ
√
‖x‖j

1 +
√
µ
√
‖x‖j

6 ψ(x), (9)

т.е. (7) верно. Заметим также, что из (9) следует при µ 6 1: ψ(x) > ψ(µx) > µψ(x).

b). Пусть {xk}∞1 ⊂ C. Тогда существует подпоследовательность xkn сходящаяся
к некоторому x0 ∈ C, т.е. xkn − x0

E−→ 0. При этом xkn − x0 ∈ C − C = 2C, т.е.
xkn−x0

2 ∈ C (n ∈ N). Применяя (7) к x =
xkn−x0

2 , получаем:∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥
Cϕ

6 ψ

(
xkn − x0

2

)
, откуда ‖xkn − x0‖Cϕ 6 2ψ

(
xkn − x0

2

)
→ 0

при n→∞ ввиду непрерывности ψ. Таким образом, xkn −x0

ECϕ−→ 0, т.е. C предком-
пактно в ECϕ и, следовательно, вложение EC ↪→ ECϕ компактно. �

Теперь перейдём к доказательству теоремы 5.

Доказательство. По теореме 6, существует такой компакт C = ϕ(C ′) ∈ C(E), что
EC′ ↪→↪→ EC . Это позволяет нам рассмотреть банахово пространство EC как ос-
новное; при этом C ′ ∈ C(EC), (EC)C′ = EC′ , F ∈ AC(I, (EC)C′) = AC(I, EC′).
Следовательно, по теореме 4, f = F ′ интегрируемо по Бохнеру в EC . �

Отметим пару следствий из теоремы 5.

Теорема 7. Пусть E — пространство Фреше, и отображение f : I → E инте-
грируемо по Бохнеру. Тогда существует такой компакт C ∈ C(E), что f инте-
грируемо по Бохнеру в пространстве EC .
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Теорема 8. Пусть E — пространство Фреше, а отображение F : I = [a; b] → E

сильно абсолютно непрерывно и почти всюду дифференцируемо на I. Тогда F ∈
∈ ACsK(I, E) и существует абсолютно выпуклый компакт C ⊂ E такой, что
F почти всюду дифференцируемо на I в пространстве EC .

3. Обобщённая формула Лагранжа с компактной выпуклой оценкой
для дифференцируемых отображений в пространства Фреше

Далее рассмотрим одно приложение полученных результатов. В работе [19] бы-
ла получена для отображений F : [a; b] → E (E — отделимое ЛВП) обобщённая
формула Лагранжа

F (b)− F (a) ∈

 ∫
[a;b]\e

ϕ(x)dx

 ·B, (10)

в предположении непрерывности F на [a; b], дифференцируемости на [a; b]\e, нуле-
вой слабой меры F (e) и локальной оценки F ′(x) ∈ ϕ(x) ·B, где ϕ(x) неотрицательна
и суммируема на [a; b]\e, а множество B замкнуто и выпукло в E. Оказывается, ес-
ли E — пространство Фреше, то в случае, когда множество e имеет нулевую меру,
а множество B абсолютно выпукло и ограничено, то оценку (10) можно усилить,
заменив B на некоторое его компактное подмножество. Обозначим через mes меру
Лебега на вещественной прямой. Справедлива следующая
Теорема 9. Пусть E — пространство Фреше, а отображение F : [a; b] → E

непрерывно на [a; b], дифференцируемо на [a; b]\e, причём mes(e) = 0 и множество
F (e) имеет скалярную меру нуль. Если F ′(x) ∈ ϕ(x) · B при x ∈ [a; b]\e, где ϕ(x)

неотрицательна и суммируема на [a; b]\e, множество B замкнуто, абсолютно
выпукло и ограничено в E, то существует такое компактное подмножество
C ∈ C(E), C ⊂ B, что

F (b)− F (a) ∈

 ∫
[a;b]\e

ϕ(t)dt

 · C. (11)

Доказательство. 1). Покажем сначала, что F ∈ AC(I, E). Пусть {‖ · ‖}∞j=1 — опре-
деляющая система полунорм в E, E = lim←−−−−

j→∞
Êj — соответствующее каноническое

представление E. Тогда из оценки (10) и ограниченности B в каждом Êj вытекает,

что для всякой неперекрывающейся системы отрезков
∞⋃
k=1

[αk;βk] ⊂ [a; b] верно при

любом j ∈ N:

∞∑
k=1

‖F (βk)− F (αk)‖j 6 ‖B‖j ·

 ∞∑
k=1

∫
[αk;βk]\e

ϕ(t)dt

 −→ 0 при
∞∑
k=1

(βk − αk)→ 0,
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то есть F ∈ AC([a; b], Êj) ∀j ∈ N, а значит, F ∈ AC(I, E).
2). Так как F по условию почти всюду дифференцируемо на [a; b], то, согласно

известной теореме о представимости интеграла Бохнера ([1], теорема 3.8.6),

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t)dt (a 6 x 6 b).

Тогда по теореме 7 F ′ интегрируемо по Бохнеру в некотором пространстве EC ,
C ∈ C(E). При этом можно считать, что F ′(x) ∈ ϕ(x) ·C x ∈ [a; b]\e. (в противном
случае можно просто заменить множество C на abs.co (B

⋂
C)).

3). Теперь остаётся применить оценку (10) с заменой B на C. �

Следствие 1. (Теорема о среднем.) Пусть E — пространство Фреше, отоб-
ражение F : [a; b] → E непрерывно на [a; b], дифференцируемо на [a; b]\e, при-
чём mes(e) = 0, множество F (e) имеет скалярную меру нуль, а множество
F ′([a; b]\e) ограничено. Тогда существует такое C ∈ C(E), что

F (b)− F (a)

b− a
∈ coE

C̃
F ′([a; b]\e), (12)

а также
‖F (b)− F (a)‖C 6 sup

x∈[a;b]\e
‖F ′(x)‖ · (b− a). (13)

Заметим, что в качестве C, в соответствии с доказательством теоремы 9 можно
взять C = abs.co (F ′([a; b]\e). Заметим также, что оценка (12) точнее оценки из [19]
за счёт того, что замыкание в пространстве EC меньше, чем замыкание в E.
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У даннiй роботi розглядаються новi характеристики вiдображень у локально
опуклi простори: сильна компактна абсолютна неперервнiсть та К-властивiсть
Радона-Нiкодима. Доведено, що довiльний простiр Фреше має К-властивiсть
Радона-Нiкодима. Встановлено диференцiйовнiсть майже скрiзь кожного сильно
компактно абсолютно неперервного вiдображення у просторi, породженому абсо-
лютно опуклою компактною множиною. Отримано узагальнену формулу Лагранжа
з компактною опуклою оцiнкою для вiдображень у простори Фреше.

In this paper the new properties of compact absolutely continuity and K-property of
Radon-Nikodym for mappings into locally convex spaces are considered. It is proved that
each Frechet space possesses K-property of Radon-Nikodym. The differentiability almost
everywhere of each strong compact absolutely continuous mapping in the topology of
some subspace, generated by absolutely convex compact set is asserted. The generalized
Lagrange formula with compact estimation for differentiable mappings into Frechet
spaces is obtained.
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