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К-СВОЙСТВО РАДОНА-НИКОДИМА ДЛЯ
ПРОСТРАНСТВ ФРЕШЕ

В данной работе рассматриваются новые характеристики отображений в локаль-
но выпуклые пространства: сильная компактная абсолютная непрерывность и К-
свойство Радона-Никодима. Доказано, что любое пространство Фреше обладает К-
свойством Радона-Никодима. Установлена почти всюду дифференцируемость силь-
но компактно абсолютно непрерывного отображения в пространстве, порождённом
абсолютно выпуклым компактным множеством. Получена обобщённая формула
Лагранжа с компактной выпуклой оценкой для дифференцируемых отображений
в пространства Фреше.

Введение

Хорошо известно, что для вещественнозначных функций множество всех неопре-
делённых интегралов Лебега совпадает со множеством всех абсолютно непрерыв-
ных функций (с точностью до константы). Для отображений как в банаховы, так и в
локально выпуклые пространства (ЛВП) имеется достаточно эффективный аналог
интеграла Лебега — интеграл Бохнера. Подобно интегралу Лебега в вещественном
случае, неопределённый интеграл Бохнера является абсолютно непрерывным отоб-
ражением относительно нормы (ACs). Однако, в отличие от классического случая,
уже не всякое абсолютно непрерывное отображение представимо в виде неопреде-
лённого интеграла Бохнера [1].

В связи с этим был выделен класс пространств, имеющих свойство Радона-
Никодима (RNP ), которые характеризуются тем, что всякое абсолютно непрерыв-
ное отображение представимо в виде интеграла Бохнера [2, 3]. (RNP ) имеют, на-
пример, такие важные пространства, как `p (1 6 p < ∞), Lp[a; b] (1 < p < ∞).
Однако к примеру пространства c0, L1[a; b] и C[a; b] не обладают (RNP ) [2, 3].
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Таким образом, класс пространств с (RNP ) недостаточно широк. Ввиду этого
возникает естественная задача описания множества абсолютно непрерывных отоб-
ражений, представимых в виде интеграла Бохнера в общем случае для пространств
без свойства Радона-Никодима.

Для отображений пространств с мерой в банаховы пространства, а также — в про-
странства Фреше, в качестве вариантов решения данной задачи были предложены
так называемые теоремы типа Радона-Никодима [4] — [9]. Среди недавних иссле-
дований по данной проблематике следует отметить удобное проективное описание
банаховых пространств [10, 11], разновидности слабого (RNP ) [12], полезные ре-
зультаты для специальных пространств последовательностей [13] и, особенно, раз-
работки теории компактных множеств с (RNP ) [14].

В статье [15] была рассмотрена задача описания интеграла Бохнера отображе-
ний вещественного отрезка I = [a; b] ⊂ R в произвольные отделимые ЛВП E и
использованы для её решения новые выпуклые компактные характеристики таких
отображений — компактный субдифференциал и компактная вариация. Среди ос-
новных результатов данной работы отметим достаточное условие представимости
сильно абсолютно непрерывного отображения в виде неопределённого интеграла
Бохнера для произвольных отделимых ЛВП ([15], теорема 3.1) и соответствующий
критерий для пространств Фреше ([15], теорема 3.2).

Далее в [16] исследования [15] развиваются в новом направлении. В [16] вводятся
новые сильные компактные характеристики ЛВП-значных отображений: сильная
К-вариация (V s

K) и сильная К-абсолютная непрерывность (ACsK), а также выде-
ляется класс ЛВП, обладающих К-свойством Радона-Никодима (RNP )K , которые
характеризуются совпадением множества всех сильно компактно абсолютно непре-
рывных отображений F : I = [a; b]→ E (ACsK) со множеством всех неопределённых
интегралов Бохнера отображений F : I = [a; b] → E (IB). Было показано также,
что (RNP )K отличается от классического (RNP ) и построен пример отделимого
ЛВП, не являющегося пространством Фреше, которое не обладает (RNP )K . В то же
время остался открытым вопрос о характеризации пространств Фреше, имеющих
свойство (RNP )K .

В настоящей работе мы показываем, что любое пространство Фреше обладает
(RNP )K (теорема 4). Более того, показана дифференцируемость почти всюду вся-
кого отображения из ACsK в некотором пространстве EC = (spanC, ‖ · ‖C) (теорема
8), где C является некоторым абсолютно выпуклым компактом в E, а ‖·‖C — функ-
ционалом Минковскго, порождённым C. Также получена теорема о конечных при-
ращениях с компактной выпуклой оценкой для дифференцируемых отображений в
пространства Фреше (теорема 9). Напомним, что пространством Фреше называется
всякое полное ЛВП со счётной определяющей системой полунорм ‖ · ‖j . Через C(E)

будем обозначать множество всех абсолютно выпуклых компактов C ⊂ E.
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1. Сильная К-абсолютная непрерывность и K-свойство
Радона-Никодима для пространств Фреше

Введём понятие сильно компактно абсолютно непрерывного отображения F :

I → E. Через ACs(I, E) будем обозначать класс отображений F : I → E, имею-
щих обычное свойство сильной абсолютной непрерывности (относительно каждой
непрерывной полунормы на E).
Определение 1. Будем говорить, что отображение F сильно компактно абсо-
лютно непрерывно на I, если для некоторого C ∈ C(E), F : I → F (a) + EC и
F ∈ ACs(I, EC). Примем обозначение: F ∈ ACsK(I, E).

Предлагаемое нами доказательство существенно опирается на следующий извест-
ный результат из [18].

Теорема 1. Любое сепарабельное банахово пространство изометрически изоморф-
но некоторому замкнутому подпространству Ẽ пространства C[0; 1] всех веще-
ственных непрерывных функций, заданных на отрезке [0; 1] с нормой

‖ϕ‖C[0;1] = sup
x∈[0;1]

|ϕ(x)|.

Будем рассуждать по схеме ([16], теорема 3.3), где рассмотрен случай E = c0.
Сначала введём понятие эллипсоида в Ẽ ⊂ C[0; 1]. Обозначим через

wϕ(δ) := sup
|x1−x2|6δ

|ϕ(x1)− ϕ(x2)|, δ > 0, (1)

δ-модуль непрерывности функции ϕ ∈ C[0; 1]. Фиксируем некоторую последова-
тельность δ = (δk)

∞
1 , δk → +0.

Определение 2. Для произвольной числовой последовательности
ε = (εk > 0)∞k=1 назовём (невырожденным) δ-эллипсоидом в Ẽ ⊂ C[0; 1] множество

Cε =

{
ϕ ∈ Ẽ

∣∣∣∣ max

(
|ϕ(0)|, sup

k

wϕ(δk)

εk

)
6 1

}
.

Отметим вспомогательную лемму.

Лемма 1. Если последовательность ε сходится к нулю, то множество Cε явля-
ется компактным в Ẽ.

Доказательство. Во-первых, ∀ϕ ∈ Cε: ‖ϕ‖ 6 |ϕ(0)| +
wϕ(δ1)
δ1·ε1 , т.е. множество Cε

ограничено.
Во-вторых, т.к. εk → 0, то ∀η > 0 ∃k0 ∈ N: ∀k > k0 (η > εk). Поэтому ∀η > 0

существует окрестность нуля U(0) ⊂ R такая, что

sup
ϕ∈Cε

sup
t−s∈U(0)

|ϕ(s)− ϕ(t)| < η,
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то есть множество Cε равностепенно непрерывно и, следовательно, относительно
компактно в Ẽ (см. [18], c. 289).

Покажем, что Cε замкнуто в Ẽ. Пусть ϕm ∈ Cε, ϕm → ϕ при m → ∞. В таком
случае, если x1, x2 ∈ [0; 1] и |x1−x2| 6 δk, k ∈ N, то |ϕm(x1)−ϕm(x2)| 6 εk. Отсюда
в пределе, |ϕ(x1)− ϕ(x2)| 6 εk при |x1 − x2| 6 δk, то есть ϕ ∈ Cε и, следовательно,
множество Cε замкнуто.

Поскольку Cε замкнуто и относительно компактно в Ẽ, то Cε компактно в Ẽ. �

Замечание 6. Ясно, что множество Cε абсолютно выпукло. Норма ‖ · ‖Cε , порож-

дённая эллипсоидом в ECε = spanCε, имеет вид ‖ϕ‖Cε := max

(
|ϕ(0)|, sup

k

wϕ(δk)
εk

)
.

Ранее в [16] было показано, что любое компактно абсолютно непрерывное отоб-
ражение F : I = [a; b] → E представимо в виде неопределённого интеграла Бохне-
ра. Проверим теперь обратное утверждение для случая пространств Фреше. Для
этого докажем вспомогательную теорему. Здесь и всюду далее условимся обозна-
чать через S некоторое множество, Σ — σ-алгебру подмножеств S и µ — конечную
меру на Σ. Напомним, что любое пространство Фреше E является проективным
пределом банаховых пространств Êj , где Ej является пополнением пространства
Ej = E/ker‖ · ‖j ∀j ∈ N по соответствующей фактор-норме. Отметим также, что
интегрируемость отображений f : S → E по Бохнеру в E определяется как инте-
грируемость f в любом Êj .

Теорема 2. Пусть E — пространство Фреше и 1 6 p < ∞. Если отображение
f : S → E интегрируемо по Бохнеру, причём ∀j ∈ N

∫
S

‖f(t)‖pj dµ(t) < ∞, то

существует такой компакт C ⊂ E, что
∫
S

‖f(t)‖pC dµ(t) <∞.

Доказательство. 1) Начнём доказательство со случая, когда пространство E ба-
нахово, то есть

∫
S

‖f(t)‖p dµ(t) < ∞. Поскольку отображение f является интегри-

руемым по Бохнеру на S, то оно является µ-почти всюду сепарабельнозначным, то
есть µ-почти все значения f на S содержатся в некотором замкнутом сепарабельном
подпространстве E0 ⊂ E (см. [1], стр. 102). Пространство E0, в свою очередь, изо-
метрически изоморфно некоторому замкнутому подпространству Ẽ ⊂ C[0; 1] [18];
пусть ψ : E0 → Ẽ — соответствующая изометрия.

Это означает, что множество C ⊂ E0 компактно тогда и только тогда, когда
компактно ψ(C) ⊂ Ẽ. Более того, если C абсолютно выпукло, то

‖x‖C = ‖ψ(x)‖ψ(C) (∀x ∈ spanC).

Поэтому, не уменьшая общности рассуждений, можно заменить E0 на Ẽ ⊂ C[0; 1]

и рассуждать по аналогии с доказательством теоремы 3.3 из [16], привлекая понятие
эллипсоида Cε ⊂ Ẽ.
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2) Далее будем полагать, что f : S → Ẽ и что отображение f является конеч-
ным на S (поскольку f µ-почти всюду конечно на S ввиду интегрируемости по
Бохнеру). Покажем, что функционалы wϕ(δk) : Ẽ → R из (1) непрерывны по ϕ.
Действительно,

wϕ(δk) = sup
|x1−x2|6δk

|ϕ(x1)− ϕ(x2)| 6 2 sup
x∈[0;1]

|ϕ(x)| = 2‖ϕ‖E . (2)

Поскольку f интегрируемо по Бохнеру на S, то существует последовательность
простых отображений fm : S → Ẽ такая, что lim

m→∞
‖f(t)− fm(t)‖

Ẽ
= 0 для µ-почти

всех t ∈ S. Поэтому для µ-почти всех t ∈ S, в силу (2), верно

|wf(t)(δk)− wfm(δk)| 6 wf(t)−fm(t)(δk) 6 2‖f(t)− fm(t)‖ → 0 при m→∞,

откуда ввиду измеримости простых функций wfm(·)(δk) вытекает измеримость всех
функций wf(·)(δk).

Итак, wf(·)(δk) измерима ∀k ∈ N и поэтому функция ‖f(·)‖Cε (Cε — произволь-
ный невырожденный эллипсоид; см. определение 2) также является измеримой как
супремум последовательности измеримых функций wf(·)(δk) и функции ‖f(·)‖, ко-
торая является измеримой в силу интегрируемости по Бохнеру f на S. По условию
теоремы,

Kp :=

∫
S

‖f(t)‖p
Ẽ
dµ(t) =

∫
S

(
sup
s∈[0;1]

|f(t)(s)|

)p
dµ(t) <∞

ввиду (B)-интегрируемости f в Ẽ.
3) Подберём такую последовательность ε = (εk > 0)∞k=1, сходящуюся к нулю,

чтобы ∫
S

‖f(t)‖pCεdµ(t) <∞.

Обозначим через εk = (0, 0, ..., 0,

k место︷︸︸︷
1 , 1, 1, ...) и

Ik(f) =

∫
S

‖f(t)‖pC
εk
dµ(t), f : S → Ẽ.

Ясно, что ∀t ∈ I: ‖f(t)‖Cε1 > ‖f(t)‖Cε2 > ... > 0. Поэтому последовательность
интегралов {Ik}∞k=1 монотонно убывает при k →∞ и имеет верхнюю грань

I1(f) =

∫
S

‖f(t)‖pCε1 dt 6 2p ·Kp <∞, (3)

так как ∀ϕ ∈ Ẽ

‖ϕ‖Cε1 = max

(
|ϕ(0)|, sup

k
wδk(ϕ)

)
6
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6 max

(
|ϕ(0)|, sup

k
sup

|x1−x2|6δk
|ϕ(x1)− ϕ(x2)|

)
6 2 sup

x∈[0;1]
|ϕ(x)| = 2‖ϕ‖,

т.е.
‖ϕ‖Cε1 6 2‖ϕ‖ ∀ϕ ∈ Ẽ. (4)

Из (3) следует, что ∀t ∈ I существует предел

ϕ1(t) = lim
k→∞

‖f(t)‖C
εk

= 0, (5)

поскольку wf(t)(δk) → 0 при k → ∞. По следствию из теоремы Б.Леви [17], ввиду
(3) и (5) справедливо

lim
k→∞

Ik(f) = 0 ∀f : I → Ẽ. (6)

Воспользовавшись (6), построим последовательность {km}∞m=1 так, чтобы
∀m ∈ N ∃km ∈ N:

Ik(f) <
1

2m(m+ 1)p
∀k > km.

Положим ε = (ε`)
∞
`=1:

ε =

1, ... , 1;

k1 место︷︸︸︷
1

2
, ... ,

1

2
;

k2 место︷︸︸︷
1

3
, ... ,

1

3
; ...;

kn место︷ ︸︸ ︷
1

n+ 1
, ...

1

n+ 1
; ...

 .

Последовательность ε сходится к нулю и поэтому множество Cε является ком-
пактным в Ẽ. Как показано ранее, функция ‖f(t)‖Cε измерима. Далее,

I(f) :=

∫
S

‖f(t)‖pCεdµ(t) =

∫
S

max

(
|f(t)(0)|p,

(
sup
`∈N

wf(t)(δ`)

ε`

)p)
dµ(t) 6

6
∫
S

‖f(t)‖p
Ẽ
dµ(t) +

∫
S

(
sup
`∈N

wf(t)(δ`)

ε`

)p
dµ(t) 6

6 Kp +
∞∑
m=0

1

2m
= Kp + 2 <∞.

Для банаховых пространств теорема доказана.
4) Перейдём теперь к случаю, когда E — пространство Фреше. Поскольку тео-

рема доказана для банаховых пространств, то ∀j ∈ N существует такой абсолютно
выпуклый компакт Ĉj ⊂ Êj , что∫

S

‖f(t)‖p
Ĉj
dµ(t) <∞.

Заметим, что ‖ · ‖λC = 1
λ‖ · ‖λC ∀λ > 0 и подберём числа nj ∀j ∈ N так, чтобы∫
S

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) <
1

j2
∀j ∈ N.
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Рассмотрим множество

C =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup
j∈N
‖x‖

njĈj
6 1

}
.

Поскольку E является проективным пределом пространств Êj и поэтому может
быть плотно и непрерывно вложено в

∏
j∈N

Êj , то C может быть инъективно (вви-

ду отделимости пространства E), непрерывно и плотно вложено в произведение∏
j∈N

njĈj , которое является компактным по теореме Тихонова. Следовательно, C

является непустым абсолютно выпуклым компактом в E.
5) Функция ‖f(t)‖C = sup

j∈N
‖f(t)‖

njĈj
измерима как супремум последовательности

измеримых функций ‖f(t)‖
njĈj

. Далее, воспользовавшись теоремой Б.Леви, имеем

∫
S

‖f(t)‖pCdµ(t) =

∫
S

sup
j∈N
‖f(t)‖p

njĈj
dµ(t) 6

∫
S

∞∑
j=1

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) =

=
∞∑
j=1

∫
S

‖f(t)‖p
njĈj

dµ(t) <
∞∑
j=1

1

j2
<∞.

�

Далее, в [16] получен следующий критерий сильной компактной абсолютной
непрерывности.

Теорема 3. Пусть E — отделимое ЛВП. Тогда F ∈ ACsK(I, E) если и только если

(i) F представимо в виде неопределённого интеграла Бохнера, т.е.

F (x) = F (a) + (B)
x∫
a
f(t)dt (a 6 x 6 b);

(ii)
b∫
a
‖f(t)‖Cdt <∞ для некоторого C ∈ C(E).

Из теорем 2 и 3 вытекает основной результат работы

Теорема 4. Пусть E — пространство Фреше. Для любого интегрируемого по
Бохнеру отображения f : S → E существует такой компакт C ∈ C(E), что

F (x) = (B)

x∫
a

f(t)dµ(t) ∈ ACsK(I, C), где a 6 x 6 b,

то есть любое пространство Фреше обладает свойством (RNP )K .
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2. Дифференцируемость отображений из ACsK в подходящих
пространствах EC , C ∈ C(E)

Возникает естественный вопрос: а не будет ли отображение f из теоремы 4 в
общем случае интегрируемым по Бохнеру в EC или, что то же самое, не обладает
ли всякое EC свойством Радона-Никодима? Это так в случае E = `p (1 6 p < ∞)
и C = Cε — компактного эллипсоида в E (см. [16]). Однако, если E = C[0; 1], то
ECε
∼= `∞, а пространство `∞ не обладает свойством Радона-Никодима (см. [3]).

Однако, как оказалось, в данном направлении можно получить некоторый инте-
ресный результат.
Теорема 5. Если E — пространство Фреше, то ∀C ′ ∈ C(E) ∃C ∈ C(E) такой,
что для любого F ∈ AC(I, EC′) его производная f = F ′ интегрируема по Бохнеру
в пространстве EC .

Для доказательства теоремы нам потребуется ввести новое свойство для ЛВП
и установить его справедливость для всех пространств Фреше. Далее символ ↪→↪→
означает компактное вложение пространств, а coA — замкнутую выпуклую облочку
множества A.

Определение 3. Будем говорить, что ЛВП E обладает свойством компактной
аппроксимации (E ∈ Kap), если ∀C ∈ C(E) ∃C ′ ∈ C(E) такое, что имеет место
компактное вложение: EC ↪→↪→ EC′ .

Теорема 6. Любое пространство Фреше E обладает свойством компактной ап-
проксимации. Точнее говоря, для всякого C ∈ C(E) существует непрерывное отоб-
ражение ϕ : E → E такое, что:

(i) для любого C ∈ C(E) вложение EC ↪→↪→ ECϕ компактно, где Cϕ = co ϕ(C);
(ii) ϕ(x) = x/ψ(x) (при x 6= 0), где 0 < ψ(x) < 1, ψ непрерывна, ψ(0) = 0,

ψ(∞) = 1;
(iii) (

x ∈ C ⇒ (‖x‖Cϕ 6 ψ(x)
)
. (7)

Доказательство. Пусть {‖·‖j}∞j=1 — определяющая система полунорм в E. Введём
отображения (∀x ∈ E):

ψ(x) =

∞∑
j=1

1

2j
·
√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

, ϕ(x) =
x

ψ(x)
(x 6= 0), ϕ(0) = 0. Имеем:

1). Функция ψ(x) непрерывна как сумма равномерно сходящегося ряда непре-
рывных функций:∣∣∣∣∣ 1

2j
·
√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

∣∣∣∣∣ < 1

2j
(∀j ∈ N), 0 6 ψ(x) <

∞∑
j=1

1

2j
= 1, ψ(0) = 0.
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При этом ∀N ∈ N:1 > lim
x→∞

ψ(x) >
N∑
j=1

1

2j
· lim
‖x‖j→∞

√
‖x‖j

1 +
√
‖x‖j

= 1− 1

2N−1

⇒ (
lim
x→∞

ψ(x) = 1
)
.

2). Функция ϕ(x) = x
ψ(x) непрерывна при x 6= 0. Проверим непрерывность при

x = 0: ∀j ∈ N верно

‖ϕ(x)‖j =
‖x‖j
ψ(x)

6
‖x‖j

1
2j
·
√
‖x‖j

1+
√
‖x‖j

= 2j ·
√
‖x‖j ·

(
1 +

√
‖x‖j

)
→ 0 при x→ 0.

3). Обозначим Cϕ = co ϕ(C) ∈ C(E) и докажем, что вложение EC ↪→ ECϕ является
компактным.

a). Пусть x̃ ∈ ∂coC (∂coC — выпуклая граница C). Тогда при некотором λ > 1
ψ(x̃)

верно λ · x ∈ ∂coCϕ. Отсюда
‖x̃‖Cϕ 6 ψ(x̃). (8)

Если же x ∈ C, x̃ = µx (при некотором µ > 1), то подставляя x̃ = µx в (8), получаем:
µ · ‖x‖Cϕ = ‖x̃‖Cϕ 6 ψ(µx), откуда

‖x̃‖Cϕ 6
1

µ
ψ(µx̃) =

∞∑
j=1

1

2j
·
√
µ
√
‖x‖j

1 +
√
µ
√
‖x‖j

6 ψ(x), (9)

т.е. (7) верно. Заметим также, что из (9) следует при µ 6 1: ψ(x) > ψ(µx) > µψ(x).

b). Пусть {xk}∞1 ⊂ C. Тогда существует подпоследовательность xkn сходящаяся
к некоторому x0 ∈ C, т.е. xkn − x0

E−→ 0. При этом xkn − x0 ∈ C − C = 2C, т.е.
xkn−x0

2 ∈ C (n ∈ N). Применяя (7) к x =
xkn−x0

2 , получаем:∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥
Cϕ

6 ψ

(
xkn − x0

2

)
, откуда ‖xkn − x0‖Cϕ 6 2ψ

(
xkn − x0

2

)
→ 0

при n→∞ ввиду непрерывности ψ. Таким образом, xkn −x0

ECϕ−→ 0, т.е. C предком-
пактно в ECϕ и, следовательно, вложение EC ↪→ ECϕ компактно. �

Теперь перейдём к доказательству теоремы 5.

Доказательство. По теореме 6, существует такой компакт C = ϕ(C ′) ∈ C(E), что
EC′ ↪→↪→ EC . Это позволяет нам рассмотреть банахово пространство EC как ос-
новное; при этом C ′ ∈ C(EC), (EC)C′ = EC′ , F ∈ AC(I, (EC)C′) = AC(I, EC′).
Следовательно, по теореме 4, f = F ′ интегрируемо по Бохнеру в EC . �

Отметим пару следствий из теоремы 5.

Теорема 7. Пусть E — пространство Фреше, и отображение f : I → E инте-
грируемо по Бохнеру. Тогда существует такой компакт C ∈ C(E), что f инте-
грируемо по Бохнеру в пространстве EC .
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Теорема 8. Пусть E — пространство Фреше, а отображение F : I = [a; b] → E

сильно абсолютно непрерывно и почти всюду дифференцируемо на I. Тогда F ∈
∈ ACsK(I, E) и существует абсолютно выпуклый компакт C ⊂ E такой, что
F почти всюду дифференцируемо на I в пространстве EC .

3. Обобщённая формула Лагранжа с компактной выпуклой оценкой
для дифференцируемых отображений в пространства Фреше

Далее рассмотрим одно приложение полученных результатов. В работе [19] бы-
ла получена для отображений F : [a; b] → E (E — отделимое ЛВП) обобщённая
формула Лагранжа

F (b)− F (a) ∈

 ∫
[a;b]\e

ϕ(x)dx

 ·B, (10)

в предположении непрерывности F на [a; b], дифференцируемости на [a; b]\e, нуле-
вой слабой меры F (e) и локальной оценки F ′(x) ∈ ϕ(x) ·B, где ϕ(x) неотрицательна
и суммируема на [a; b]\e, а множество B замкнуто и выпукло в E. Оказывается, ес-
ли E — пространство Фреше, то в случае, когда множество e имеет нулевую меру,
а множество B абсолютно выпукло и ограничено, то оценку (10) можно усилить,
заменив B на некоторое его компактное подмножество. Обозначим через mes меру
Лебега на вещественной прямой. Справедлива следующая
Теорема 9. Пусть E — пространство Фреше, а отображение F : [a; b] → E

непрерывно на [a; b], дифференцируемо на [a; b]\e, причём mes(e) = 0 и множество
F (e) имеет скалярную меру нуль. Если F ′(x) ∈ ϕ(x) · B при x ∈ [a; b]\e, где ϕ(x)

неотрицательна и суммируема на [a; b]\e, множество B замкнуто, абсолютно
выпукло и ограничено в E, то существует такое компактное подмножество
C ∈ C(E), C ⊂ B, что

F (b)− F (a) ∈

 ∫
[a;b]\e

ϕ(t)dt

 · C. (11)

Доказательство. 1). Покажем сначала, что F ∈ AC(I, E). Пусть {‖ · ‖}∞j=1 — опре-
деляющая система полунорм в E, E = lim←−−−−

j→∞
Êj — соответствующее каноническое

представление E. Тогда из оценки (10) и ограниченности B в каждом Êj вытекает,

что для всякой неперекрывающейся системы отрезков
∞⋃
k=1

[αk;βk] ⊂ [a; b] верно при

любом j ∈ N:

∞∑
k=1

‖F (βk)− F (αk)‖j 6 ‖B‖j ·

 ∞∑
k=1

∫
[αk;βk]\e

ϕ(t)dt

 −→ 0 при
∞∑
k=1

(βk − αk)→ 0,
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то есть F ∈ AC([a; b], Êj) ∀j ∈ N, а значит, F ∈ AC(I, E).
2). Так как F по условию почти всюду дифференцируемо на [a; b], то, согласно

известной теореме о представимости интеграла Бохнера ([1], теорема 3.8.6),

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t)dt (a 6 x 6 b).

Тогда по теореме 7 F ′ интегрируемо по Бохнеру в некотором пространстве EC ,
C ∈ C(E). При этом можно считать, что F ′(x) ∈ ϕ(x) ·C x ∈ [a; b]\e. (в противном
случае можно просто заменить множество C на abs.co (B

⋂
C)).

3). Теперь остаётся применить оценку (10) с заменой B на C. �

Следствие 1. (Теорема о среднем.) Пусть E — пространство Фреше, отоб-
ражение F : [a; b] → E непрерывно на [a; b], дифференцируемо на [a; b]\e, при-
чём mes(e) = 0, множество F (e) имеет скалярную меру нуль, а множество
F ′([a; b]\e) ограничено. Тогда существует такое C ∈ C(E), что

F (b)− F (a)

b− a
∈ coE

C̃
F ′([a; b]\e), (12)

а также
‖F (b)− F (a)‖C 6 sup

x∈[a;b]\e
‖F ′(x)‖ · (b− a). (13)

Заметим, что в качестве C, в соответствии с доказательством теоремы 9 можно
взять C = abs.co (F ′([a; b]\e). Заметим также, что оценка (12) точнее оценки из [19]
за счёт того, что замыкание в пространстве EC меньше, чем замыкание в E.
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У даннiй роботi розглядаються новi характеристики вiдображень у локально
опуклi простори: сильна компактна абсолютна неперервнiсть та К-властивiсть
Радона-Нiкодима. Доведено, що довiльний простiр Фреше має К-властивiсть
Радона-Нiкодима. Встановлено диференцiйовнiсть майже скрiзь кожного сильно
компактно абсолютно неперервного вiдображення у просторi, породженому абсо-
лютно опуклою компактною множиною. Отримано узагальнену формулу Лагранжа
з компактною опуклою оцiнкою для вiдображень у простори Фреше.

In this paper the new properties of compact absolutely continuity and K-property of
Radon-Nikodym for mappings into locally convex spaces are considered. It is proved that
each Frechet space possesses K-property of Radon-Nikodym. The differentiability almost
everywhere of each strong compact absolutely continuous mapping in the topology of
some subspace, generated by absolutely convex compact set is asserted. The generalized
Lagrange formula with compact estimation for differentiable mappings into Frechet
spaces is obtained.


