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Введение

В работе [6] были рассмотрены и определены базовые понятия, необходимые для
работы с кватернионными бимодулями (размерность, топологии, спектр и др.). Про-
стейшее из них — размерность — допускает непосредственное обобщение на бимо-
дули более общего типа. Дело в том, что a priori в бимодуле определены две раз-
мерности — левая и правая (понятие линейной размерности имеет смысл лишь для
свободных (би)модулей с инвариантным базисным числом, см. ниже), поэтому воз-
никает необходимость выяснить при каких условиях левая и правая размерности
совпадают — чему и посвящена данная работа.

Некоторые из таких условий носят общеалгебраический характер (см. ниже тео-
рему 1), другие выявляются на основе алгебраического анализа специфических, на
первый взгляд, свойств кватернионных бимодулей (см. определения 3, 4, разложе-
ние (5); условие (KhK) на с. 157 и предложение 3).

Нацеленность данных обобщений направлена, в первую очередь, на перспекти-
ву изучения бимодулей над (ассоциативными) алгебрами гиперкомплексных чисел
(среди которых — бикомплексные числа, бикватернионы, алгебры Клиффорда и
др., см., например, [5]).
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Некоторые определения и обозначения. Приведём здесь некоторые необходи-
мые нам определения и обозначения. Всюду в работе под "кольцом" подразумева-
ется ассоциативное кольцо. H обозначает тело кватернионов.

Модуль H над кольцом K называется свободным, если в H существует K–полная
K–линейно независимая система1 (K–базис). В общем случае мощности различ-
ных K–базисов могут различаться. Кольцо K, для которого в любом K–модуле H
мощности всех K–базисов совпадают, называется IBN–кольцом или кольцом с ин-
вариантным базисным числом ; все тела а также коммутативные кольца являются
IBN–кольцами (см. [2]). В этом случае мощность K–базиса в H мы будем называть
K–размерностью H и обозначать2 через dim(H : K).
K–бимодуль H будем называть свободным, если он является свободным и как

левый и как правый K–модуль. Соответственно размерности в этом случае будем
обозначать через diml(H : K), dimr(H : K).

1. (K,Z)–бимодули

Пусть K — кольцо, Z(K) — центр K; Z ⊆ Z(K) — подкольцо, H — аддитивная
абелева группа.

Определение 1. Назовём H (K,Z)–бимодулем, если

a) H — K–бимодуль;
b) ∀ z ∈ Z ∀h ∈ H zh = hz.

Пример 1. Пусть Z — коммутативное кольцо, K — Z–алгебра. Если отождествить
Z с подмножеством коммутанта алгебры K, то "(K,Z)–бимодуль" в терминах опре-
деления 1 есть "K–бимодуль" в терминах [3, гл. 1, §1.1] (ср. ниже с примером 4). Так-
же произвольный кватернионный бимодуль в терминах [6, п. 2.1] является (H,R)–
бимодулем.

Пример 2. H := KI , где K — произвольное кольцо, а I — произвольное непу-
стое множество. Левое и правое действия K задаются покомпонентно умножением
компонент соответственно слева или справа на элемент. H является

(
K,Z(K)

)
–

бимодулем, в котором левое и правое действие совпадают, если K коммутативно.

Пример 3. Пусть M — произвольный правый C–модуль, и H :=M2 (как кольцо).
Определим левое и правое действия C на H, полагая

i · 〈a, b〉 := 〈ai, bi〉; 〈a, b〉 · i := 〈bi, ai〉;
r · 〈a, b〉 = 〈a, b〉 · r := 〈ar, br〉 (r ∈ R)

с дальнейшим доопределением по R–линейности. Прямая проверка показывает, что
H является (C,R)–бимодулем с несовпадающими левым и правым действием C.

1Это — одно из эквивалентных определений, см. [2, гл. 3]
2Допуская, быть может, некоторую вольность речи.



О соразмерности бимодулей специального типа 153

Пример 4. Пусть K — произвольное кольцо, Z ⊆ Z(K) — подкольцо и M —
произвольный правый K–модуль. Положим H := EndZM (совокупность соответ-
ствующих эндоморфизмов). Определим левое и правое действие K на H:

λ · a := Rλa; a · λ := aRλ (λ ∈ K, a ∈ H),

где Rλx := xλ, x ∈ M . Прямая проверка показывает, что H является
(
K,Z

)
–

бимодулем с несовпадающими (за исключением специальных случаев) левым и пра-
вым действием K.

Пусть K — IBN–кольцо.

Определение 2. K–бимодуль H назовём соразмерным, если его левая размерность
над K совпадает с правой: diml(H : K) = dimr(H : K).

ПустьH — (K,Z)–бимодуль. Тогда на H естественно задана структура Z–модуля
(всё равно — левого или правого, в силу коммутативности Z).

Замечание 4. Так как Z коммутативно, то Z — IBN–кольцо.

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия.

1) K — свободный Z–модуль.
2) K — IBN–кольцо.
3) H — свободный K–бимодуль.

Тогда

a) H — свободный Z–модуль.
b) diml(H : K) dim(K : Z) = dimr(H : K) dim(K : Z) = dim(H : Z)

Доказательство. Пусть H = {hα}α∈A — правый K–базис в H и K = {kβ}β∈B —
Z–базис в K, существующие в силу условий 1) — 3) теоремы (см. замечание 4).
Тогда

|A| = dimr(H : K), |B| = dim(K : Z) (1)

Положим G = {gαβ}〈α,β〉∈A×B , gαβ := hαkβ . Докажем, что

G — Z–линейно независимая система . (2)

Действительно, пусть A′ ⊆ A, B′ ⊆ B — конечные подмножества, и∑
〈α,β〉∈A′×B′

gαβzαβ = 0. (3)

для некоторой системы {zαβ}〈α,β〉∈A′×B′ элементов Z. Положим

θα :=
∑
β∈B′

kβzαβ , α ∈ A′ (θα ∈ K).
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Тогда

0
(3)
=

∑
〈α,β〉∈A′×B′

gαβzαβ =
∑
α∈A′

hα

(∑
β∈B′

kβzαβ

)
=
∑
α∈A′

hαθα

Так как система H K–линейно независима, то для всех α ∈ A′ θα = 0. В свою
очередь, в силу Z–линейной независимости системы K для всех α ∈ A′ и β ∈
B′ zαβ = 0. Итак, (2) доказано. Покажем теперь, что

G — K–полна. (4)

Пусть h ∈ H — произвольный фиксированный элемент. Так как система H K–
полна, то существует такое конечное множество A′ ⊆ A и система {θα}α∈A элемен-
тов из K, что h =

∑
α∈A′

hαθα. В свою очередь, в силу Z–полноты системы K для

всякого α ∈ A′ существует такое конечное множество Bα ⊆ B и система {zαβ}β∈Bα ,

что θα :=
∑

β∈Bα

kβzαβ . Отсюда, полагая B′ :=
⋃

α∈A′
Bα, получим

h =
∑
α∈A′

hαθα =
∑
α∈A′

hα

( ∑
β∈Bα

kβzαβ

)
=

∑
〈α,β〉∈A′×B′

hαkβzαβ =
∑

〈α,β〉∈A′×B′
gαβzαβ .

Таким образом, (4) доказано. Из (2) и (4) следует цепочка:

dim(H : Z) = |G| = |A×B| = |A||B| (1)
= dimr(H : K) dim(K : Z).

Равенство diml(H : K) dim(K : Z) = dim(H : Z) доказывается двойственным
образом. �

Следствие 1. Пусть (K,Z)–бимодуль H удовлетворяет условиям 1) — 3) тео-
ремы 1, и выполняется одно из условий3 :

a) dim(K : Z) 6 min{diml(H : K), dimr(H : K)}
b) dim(K : Z) — конечное число.

Тогда H является соразмерным.

Доказательство. Следует из b) теоремы 1 и обычной арифметики кардинальных
чисел (см., например, [1, § 6.4, cл. 4; § 6, упр. 2]) . �

2. Центрально разложимые бимодули

Определение 3. Элемент h ∈ H назовём центральным, если для любого k ∈
K hk = kh. Совокупность всех центральных векторов H обозначим через HZ(K).
Очевидно,HZ(K) является Z(K)–модулем (точнее, бимодулем с совпадающими пра-
вым и левым действиями центра Z(K)).

3Естественно, не взаимоисключающих. Оба эти условия нарушаются, если в качестве H
рассмотреть, например, Hn как (H,Q)–бимодуль.
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Определение 4. K–бимодуль H назовём центрально разложимым, если HZ(K)

является K–полным множеством, причём разложение любого элемента из H по
HZ(K) однозначно.

Иллюстрации. По примеру 1. Каждый вектор x кватернионного бимодуля H до-
пускает однозначное разложение вида x = x0 + x1i + x2j + x3k (см. [6], ср. [4,
Ch. 1, §2.1]), где

x0 = 1/4(x− ixi− jxj − kxk), x1 = −1/4(xi+ ix− jxk + kxj),

x2 = −1/4(xj + ixk + jx− kxi), x3 = −1/4(xk − ixj + jxi+ kx);
(5)

xs (s ∈ 0, 3) — центральные элементы в терминах определения 3 (в [6] такие эле-
менты называются вещественными векторами). Таким образом, произвольный ква-
тернионный бимодуль согласно определению 4 является центрально разложимым.

По примеру 2. В этом случае, очевидно, HZ(K) = Z(K)I , и H центрально разло-
жим в частности, когда K — свободный Z(K)–модуль с конечным Z(K)–базисом.

По примеру 3. Простая проверка показывает, что HZ(K) состоит из всех пар вида
〈a, a〉. Ни при каком M бимодуль H не является центрально разложимым.

По примеру 4. В этом случае HZ(K) = EndK M . Если a) K коммутативно и
Z ⊂ K (строго), то H не является центрально разложимым (K–линейная оболочка
элементов из EndK M снова будет лежать в EndK M). Если же b) K — неком-
мутативно, то в общем случае ситуация представляется сложной, и зависит, надо
полагать, от строения как самого K так и модуля M . В важном частном случае,
когда K = H, Z = R (и M представляет собой кватернионный модуль), ответ для
H даётся выше в иллюстрации к примеру 1; разложение (5) при этом обеспечивает
представление произвольного R–линейного оператора через H–линейные операторы
(см. [4, Ch. 1, §2.1]).

Случаи, описанные в иллюстрациях к примерам 3, 4.a) находят своё объяснение
в следующем простом утверждении общего характера.

Предложение 1. Если кольцо K коммутативно, то K–бимодуль H является
центрально разложимым тогда и только тогда, когда H свободен, и левое дей-
ствие K совпадает с правым.

Доказательство. Пусть H — центрально разложимый K–бимодуль, k ∈ K, h ∈
H — произвольные фиксированные элементы, и h =

∑
β∈B′

hβkβ — разложение h по

центральным элементам hβ (kβ ∈ K, β ∈ B′). Тогда

kh =
∑
β∈B′

khβkβ
hβ — центр.

=
∑
β∈B′

hβkkβ
K — комм.

=
∑
β∈B′

hβkβk = hk.

Обратная импликация тривиальна, так как в этом случае H = HZ(K). �
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В силу предложения 1 определение 4 имеет значение лишь для некоммутативных
колец K.

Предложение 2. Пусть H — центрально разложимый K–бимодуль, и G — неко-
торая система элементов из HZ(K). Система G Z(K)–линейно независима то-
гда и только тогда, когда она K–линейно независима.

Доказательство. Действительно, пусть G = {gγ}γ∈C — Z(K)–линейно независи-
ма, и для некоторого конечного множества C ′ ⊆ C, некоторой системы {cγ}γ∈C′
элементов K выполняется равенство

∑
γ∈C′

gγcγ = 0. Тогда, в свою очередь, для вся-

кого γ ∈ C ′ существует такое конечное множество Cγ ⊆ C и такая система {ξγδ}δ∈Cγ

элементов Z(K), что cγ =
∑

δ∈Cγ

kδξγδ. Положим Eδ := {γ ∈ C ′ | δ ∈ Cγ}. Тогда

0 =
∑
γ∈C′

gγcγ =
∑
γ∈C′

gγ

(∑
δ∈Cγ

kδξγδ

)
=

∑
δ∈

⋃
γ∈C′

Cγ

(∑
γ∈Eδ

gγξγδ

)
kδ.

Так как каждый элемент
∑

γ∈Eδ

gγξγδ является центральным, то в силу требования

однозначности в определении 4
∑

γ∈Eδ

gγξγδ = 0 для каждого δ; в свою очередь,

в силу Z(K)–линейной независимости G ξγδ = 0 для любых γ ∈ C ′, δ ∈
⋃

γ∈C′
Cγ ;

таким образом, cγ = 0 (γ ∈ C ′). Система G — K–линейно независима.
Обратная импликация тривиальна. �

Теорема 2. Пусть кольцо K удовлетворяет условиям 1), 2) теоремы 1, и HZ(K)

является свободным Z–модулем. Тогда всякий центрально разложимый (K,Z)–
бимодуль H является соразмерным. При этом

diml(H : K) = dimr(H : K) = dim(HZ(K) : Z).

Доказательство. В силу замечания 4 и условий теоремы существует G =

{gγ}γ∈C — некоторый Z–базис в HZ(K) и K = {kβ}β∈B — Z–базис в K. Пусть
h ∈ H — произвольный фиксированный элемент; тогда

h =
∑
β∈B′

hβkβ (6)

для некоторого конечного B′ ⊆ B и некоторой системы центральных элементов
{hβ}β∈B′ . Но для каждого β ∈ B′ существует такое конечное множество Cβ и такая
система {ζβγ}α∈Cβ

, что
hβ :=

∑
γ∈Cβ

gγζβγ . (7)

Из (6) и (7) следует K–полнота системы G, откуда в силу предложения 2 следует
равенство

dimr(H : K) = dim(HZ(K) : Z).
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Равенство diml(H : K) = dim(HZ(K) : Z) получается двойственными рассужде-
ниями. �

Разложение (5) для кватернионных бимодулей наводит на мысль рассматривать
более узкий класс центрально разложимых бимодулей H, удовлетворяющих усло-
вию:

(KhK) Для каждого h ∈ H и всякого центрального элемента h′, участвующего
в разложении h (согласно определению 4) h′ ∈ KhK.

В частности, данное условие позволяет сформулировать критерий для свойства
левого или правого подмодуля "быть двусторонним" (обобщение [6, пр. 6]).

Предложение 3. Пусть центрально разложимый K–бимодуль H удовлетворя-
ет условию (KhK). Тогда свободный правый (левый) подмодуль M является под-
бимодулем H в том и только том случае, если M имеет K–базис, состоящий из
центральных элементов.

Доказательство. Пусть правый подмодуль M имеет K–базисом систему цен-
тральных элементов {hβ}β∈B; h ∈ M — произвольный фиксированный элемент,
и h =

∑
β∈B′

hβkβ для некоторого конечного B′ ⊆ B и некоторой системы {kβ}β∈B′

элементов K. Тогда для любого k ∈ K

kh =
∑
β∈B′

khβkβ
hβ — центр.

=
∑
β∈B′

hβkkβ ∈M

(здесь не понадобилось условие (KhK)).
Обратно, пусть M — подбимодуль, и M — совокупность всех центральных эле-

ментов, входящих в разложение элементов из M . Пусть g ∈ M, и h ∈M — некото-
рый элемент, в разложение которого входит g. Тогда согласно (KhK)

g ∈ KhK ⊆ KMK ⊆M.

Таким образом, M ⊆ M , при этом K–линейная оболочка M совпадает с M . Вы-
бирая из M полную в M K–линейно независимую систему, получим K–базис из
центральных элементов в M .

Двойственное предложение доказывается аналогично. �
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О сорозмiрi бiмодулей спецiального типу
У роботi сформульовано умови сорозмiру (тобто збiг лiвої та правої розмiрностi)

для свободних бiмодулей спецiального типу над IBN–кiльцями. Данi результати
можуть бути корисними при вивченнi бiмодулей над алгебрами гiперкомплексних
чисел.

Ключовi слова: кватернiони, гiперкомплекснi числа, кiльце, IBN–кiльце, модуль,
свободний модуль, бiмодуль

On commensurability of bimodules of the special types
In the paper the conditions for commensurability (i.e. coincidence of the left and right

dimensions) of free bimodules of the special types over IBN–rings. The results may be
useful for studying of bimodules over algebras of hypercomplex numbers.

Keywords: quaternions, hypercomplex numbers, ring, IBN–ring, module, free module,
bimodule


