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РАДОНА-НИКОДИМА ДЛЯ ВЕКТОРНЫХ ЗАРЯДОВ

В данной работе исследуются новые характеристики векторных зарядов
со значениями в локально выпуклых пространствах: сильная компактная
вариация, сильная компактная абсолютная непрерывность, универсаль-
ная компактная и предельная формы свойства Радона-Никодима. Доказа-
но, что любое пространство Фреше обладает универсальной компактной
и предельной формами свойства Радона-Никодима. Рассмотрены некото-
рые приложения.

Ключевые слова: локально выпуклое пространство, пространство Фреше, вектор-
ный заряд, интеграл Бохнера, сильная компактная вариация, сильная компактная
абсолютная непрерывность, универсальное K-свойство Радона-Никодима, предель-
ная форма свойства Радона-Никодима, операторная мера.

Введение

Как известно, наиболее эффективный аналог интеграла Лебега в бесконечномер-
ных пространствах — интеграл Бохнера — теряет одно из важнейших свойств инте-
грала Лебега: не всякое абсолютно непрерывное отображение является интегралом
Бохнера [1]. Наиболее известный подход к данной проблеме заключается в выде-
лении класса пространств со свойством Радона-Никодима (RNP ), в которых это
различие отсутствует. Недостатком данного подхода является отсутствие свойства
(RNP ) у многих важнейших пространств [2, 3]. Тем не менее, активные исследо-
вания свойства Радона-Никодима, а также его различных модификаций продолжа-
ются и сегодня [4] — [11].

Другой подход приводит к теоремам типа Радона-Никодима, позволяющим опи-
сать неопределённый интеграл Бохнера в пространствах, которые не обладают свой-
ством (RNP ) [12] — [14].
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В работе [15] нами совместно с И. В. Орловым предложен новый подход к ука-
занной проблематике и введены новые компактные характеристики ЛВП-значных
отображений: сильная компактная вариация (VK) и сильная компактная абсолют-
ная непрерывность (ACK), получено описание класса ACK как специального под-
множества класса W 1

1 (I, E) всех неопределённых интегралов Бохнера отображений
вещественного отрезка I = [a; b] в ЛВП E.

Далее в [16, 17] нами был получен новый результат: совпадение классов ком-
пактно абсолютно непрерывных отображений ACK(I, E) и неопределённых инте-
гралов Бохнера W 1

1 (I, E) в случае, когда E — пространство Фреше (иначе говоря,
любое пространство Фреше обладает K-свойством Радона-Никодима RNPK). Это
позволило установить ещё более сильный топологический результат — предельную
форму свойства Радона-Никодима. А именно, для любого пространства Фреше E
пространство неопределённых интегралов Бохнера W 1

1 (I, E) можно двумя способа-
ми представить в виде индуктивного предела:

W 1
1 (I, E)

top
= lim−−−−−−→

C∈C(E)

W 1
1 (I, EC)

top
= lim−−−−−−→

C′∈C(E)

AC(I, EC′), (1)

где
−→
E C = {EC}C∈C(E) — шкала банаховых пространств, порождённых всеми абсо-

лютно выпуклыми компактами C в E.
Естественно возникает вопрос о переносе полученных результатов на случай ко-

нечных векторных зарядов со значениями в пространстве Фреше, которому и по-
священа настоящая работа. Всюду далее конечный векторный заряд ν понимается
как счётно-аддитивное отображение ν : Σ → E, где |ν(E)| < ∞, E — веществен-
ное пространство Фреше, Σ — σ-алгебра подмножеств некоторого пространства S
с конечной вещественной мерой µ, S ∈ Σ.

Основным результатом настоящей работы является доказательство справедливо-
сти предельной формы свойства Радона-Никодима для векторных зарядов в любом
пространстве Фреше (теорема 8): для любого пространства Фреше E пространство
Соболева неопределённых интегралов Бохнера W 1

1 (S,E) отображений f : Σ → E

можно двумя способами представить как индуктивный предел:

W 1
1 (S,E)

top
= lim−−−−−−→

C∈C(E)

W 1
1 (S,EC)

top
= lim−−−−−−→

C′∈C(E)

AC(S,EC′). (2)

Работа состоит из трёх разделов. В первом разделе мы вводим аналоги сильных
компактных характеристик для случая векторных зарядов (определения 1 и 2) и
доказываем теорему типа Радона-Никодима о представимости всякого компактно
абсолютно непрерывного отображения в виде интеграла Бохнера (теорема 1). Во
втором разделе мы доказываем основной результат работы — справедливость пре-
дельной формы свойства Радона-Никодима для векторных зарядов в любом про-
странстве Фреше (теорема 8). В третьем разделе работы рассмотрены приложения
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полученных результатов к некоторым задачам анализа: новый критерий непрерыв-
ности линейных операторов, заданных на пространствах Соболева W 1

1 (S,E) (след-
ствие 10), теорема о среднем с компактной выпуклой оценкой для векторных за-
рядов (теорема 11), усиленные версии известной теоремы Березанского-Гельфанда-
Костюченко о дифференцировании операторных мер со значениями в сепарабель-
ных гильбертовых пространствах (теорема 13) и банаховых пространствах (теоре-
ма 15), а также теорема о дифференцируемости операторных мер со значениями в
несепарабельных ЛВП (теорема 16).

1. Сильные компактные характеристики векторных зарядов

Начнём с определения сильной компактной вариации для конечных векторных
зарядов со значениями в отделимых ЛВП. Напомним ([18], стр. 104), что полной
вариацией векторного заряда ν : Σ → E относительно некоторой непрерывной по-
лунормы ‖·‖∗ в E называется отображение | ν |∗: Σ → [0; +∞], которое определяется
равенством

|ν|∗(A) = sup

n∑
k=1

‖ν(Ak)‖∗ ∀A ∈ Σ, (3)

где супремум берётся по всем конечным наборам {A1, A2, ..., An} ⊂ Σ таким, что
n⋃

k=1

Ak j A. Легко проверить, что отображение | ν |∗ — конечная счётно-аддитивная

положительная мера на Σ (см. [18], стр. 104). Обозначим через V (S,E) множество
всех векторных зарядов ν : Σ → E, которые имеют конечную полную вариацию
| ν |∗ (S) < ∞ относительно любой непрерывной полунормы ‖ · ‖∗ на E (см. (3)).
Далее E, Ei (i = 1, 3) — отделимые ЛВП. Будем обозначать через EC = (span C, ‖ ·
‖C) банаховы пространства с нормами ‖ · ‖C , равными функционалам Минковского
абсолютно выпуклых компактов C ∈ C(E).

Определение 1. Будем говорить, что ν имеет (сильную) компактную вариацию
на S, если существует компакт C ∈ C(E) такой, что ν : Σ → EC и ν ∈ V (S,EC).
Примем обозначения: ν ∈ VK(S,E), | ν |C — полная вариация векторного заряда ν
относительно нормы ‖ · ‖C .

Точно так же, как и для отображений вещественного отрезка I = [a; b] в E
(см. [15]), проверяются следующие общие свойства класса VK(S,E).

Предложение 1. Справедливо включение VK(S,E) ⊂ V (S,E). В случае dimE <∞
оба указанных класса совпадают.

Предложение 2. Класс VK(S,E) является линейным.

Предложение 3. Если ν ∈ VK(S,E1), A ∈ L(E1, E2), то A ◦ ν ∈ VK(S,E2).
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Предложение 4. Пусть E — полное ЛВП, (S1,Σ1) и (S2,Σ2) — два непересекаю-
щихся измеримых пространства. Тогда ν ∈ VK(S1

⋃
S2, E) в том и только в том

случае, когда ν|Si ∈ VK(Si, E), i = 1, 2.

Предложение 5. Заряд (ν1, ν2) ∈ VK(S,E1 × E2) в том и только в том случае,
когда νi ∈ VK(S,Ei), i = 1, 2. При этом, если | νi |Ci (S) < ∞, где Ci ∈ C(Ei),
i = 1, 2, то

1

2
[| ν1 |C1 + | ν2 |C2 ] 6| (ν1, ν2) |C1×C26 [| ν1 |C1 + | ν2 |C2 ] .

Пусть B(E1×E2;E3) — пространство всех билинейных непрерывных операторов,
действующих из E1 × E2 в E3.

Предложение 6. Если νi ∈ VK(S,Ei), i = 1, 2, B ∈ B(E1 × E2;E3), то
B(ν1, ν2) ∈ VK(S,E3). При этом справедливо неравенство

| B(ν1, ν2) |B(C1×C2)6 sup
A∈Σ

‖ν1(A)‖C1 · | ν2 |C2 + sup
A∈Σ

‖ν2(A)‖C2 · | ν1 |C1 .

Предложение 7. Если C1, C2 ∈ C(E), C1 ⊂ λ · C2 (λ > 0), то

| ν |C26 λ· | ν |C1 .

Возникает естественный вопрос о возможности переноса компактной субдиффе-
ренцируемости почти всюду ЛВП-значных отображений вещественного отрезка на
случай векторных зарядов ν ∈ VK(S,E) ([15], теорема 1.1). Отметим, что вообще
говоря, такой перенос невозможен.

Действительно (см., например, замечание 1 §1 главы IV или §VI.1 в [19]), даже
в случае S ⊂ R2 можно подобрать Σ, меру µ, суммируемую функцию f : S → R и
убывающую последовательность множеств Ak ∈ Σ так, чтобы

1

µ(x+Ak)

∫
x+Ak

f(t)dµ(t) → ∞ при k → ∞

для x ∈ S̃, где S̃ ∈ Σ — некоторое множество с µ(S̃) > 0.
Это означает, что заряды (сильной) ограниченной вариации (в случае E = R,

VK(S,R) = V (S,R)) в силу предложения 1 могут быть не дифференцируемыми на
множестве положительной меры даже в случае S ⊂ R2 и E = R. Поэтому методика
исследований для отображений вещественного отрезка в ЛВП [15], которая суще-
ственно опирается на исчисление компактных субдифференциалов, неприменима в
случае векторных зарядов.

Тем не менее, возможно получить теорему типа Радона-Никодима для
µ-абсолютно непрерывных векторных зарядов, обладающих сильной компактной
вариацией, опираясь на известные результаты ([12], теоремы 1 и 2) и ([20], теоре-
ма 8.19.4 ) о представимости µ-абсолютно непрерывных векторных зарядов в виде
интегралов Бохнера и Петтиса. Заметим однако, что упомянутые результаты из
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[12, 20] справедливы только для векторных зарядов ν : Σ → E и не могут быть
использованы для исследования отображений F : I = [a; b] → E. Это означает, что
методика настоящей работы неприменима в случае отображений F : I = [a; b] → E

и не может заменить методику [16, 17], основанную на К-субдифференциальном
исчислении.

Для того, чтобы сформулировать полученный результат, нам потребуется новая
характеристика зарядов ν ∈ VK(S,E), а именно — (сильная) компактная абсолют-
ная непрерывность относительно конечной числовой меры µ на Σ. Обозначим через
AC(S,E) множество всех зарядов ν ∈ V (S,E), обладающих свойством обычной аб-
солютной непрерывности заряда относительно µ, то есть таких, что мера |ν|∗ � µ

(µ(A) = 0 ⇒ |ν|∗(A) = 0 или ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (µ(A) < δ) ⇒ |ν|∗(A) < ε).

Определение 2. Будем говорить, что векторный заряд ν ∈ VK(S,E) (сильно)
компактно абсолютно непрерывен на S относительно µ, если существует такой
компакт C ∈ C(E), что ν : Σ → EC и ν ∈ AC(S,EC). Примем обозначение:
ν ∈ ACK(S,E).

Отметим, что общие свойства класса ACK(I, E) (см. [15], предложения 2.1 — 2.8)
непосредственно переносятся на класс ACK(S,E). Здесь мы сформулируем лишь
те из них, которые будут использованы нами далее.

Предложение 8. (i) ACK(S,E) ⊂ AC(S,E); если dimE <∞, то оба
указанных класса совпадают.

(ii) ν ∈ ACK(S,E) ⇒ ν � µ, т.е. µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.
(iii) Если ν ∈ ACK(S,E1), A ∈ L(E1, E2), то A ◦ ν ∈ ACK(S,E2).

Перейдём теперь к теореме о представимости зарядов из ACK(S,E) в виде инте-
гралов Бохнера. Пусть {‖ · ‖j}j∈J — некоторая определяющая система полунорм в
ЛВП E, Êj — пополнения пространств Ej := E/ker‖ ·‖j относительно фактор-норм
‖ · ‖̂j . Напомним, что интегрируемость по Бохнеру отображения f : S → E означа-
ет его интегрируемость в каждом из пространств Êj , j ∈ J (т.е. интегрируемость
каждого из отображений fj = ϕj(f), где ϕj : E → Êj — канонические вложения).

Теорема 1. Если ν ∈ ACK(S,E), то найдётся такое интегрируемое по Бохнеру
отображение f : S → E, что ∀A ∈ Σ верно

ν(A) = (B)

∫
A

f(t)dµ(t). (4)

Доказательство данной теоремы опирается на следующие результаты.

Теорема 2. (см. [12], теоремы 1 и 2)
Пусть E — банахово пространство, ν : Σ → E — векторный заряд. Соотношение
(4) верно в том и только в том случае, когда
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(i) ν � µ;
(ii) ν ∈ V (S,E);
(iii) ∀ε > 0 ∃Aε ∈ Σ такое, что µ(S\Aε) < ε и множество

Aε(ν) =

{
ν(A)

µ(A)

∣∣∣∣ A ⊂ Aε, µ(A) > 0, A ∈ Σ

}
(5)

предкомпактно в E.

Теорема 3. (см. теорему 8.19.4 из [20], а также замечание перед ней)
Пусть E — отделимое ЛВП, ν : Σ → E — векторный заряд, причём:

(i) ν � µ;

(ii) множество A0(ν) =

{
ν(A)
µ(A)

∣∣∣∣ µ(A) > 0, A ∈ Σ

}
слабо предкомпактно в E.

Тогда заряд ν представим в виде интеграла Петтиса ([20], 8.14.9 ):

ν(A) = (P )

∫
A

f(t)dµ(t) ∀A ∈ Σ, (6)

где f : S → E — некоторое интегрируемое по Петтису на S отображение причём
f(S) ⊂ co A0(ν).

Предложение 9. (см. [18], c. 105)
Пусть E — банахово пространство, векторный заряд ν : Σ → E допускает пред-
ставление (6). Если ν ∈ V (S,E), отображение f из (6) сепарабельнозначно, то f
интегрируемо по Бохнеру и верно (4).

Теперь, опираясь на теоремы 2 и 3, а также предложение 9, докажем теорему 1.

Доказательство. 1). Имеем ν ∈ ACK(S,E) ⇒ ∃C ∈ C(E): ν ∈ AC(S,EC), т.е. мера
| ν |C конечна и | ν |C � µ (см. определение 2). Следовательно, в силу классической
теоремы Радона-Никодима ([21], теорема V.2.1), существует такая интегрируемая
по Лебегу на S функция ϕ : S → [0; +∞], что

| ν |C (A) = (L)

∫
A

ϕ(t)dµ(t) (∀A ∈ Σ). (7)

Как известно, в случае E = R интегрируемость по Лебегу совпадает с интегриру-
емостью по Бохнеру. Поэтому, в силу теоремы 2, ∀ε > 0 существует такое множество
Aε ∈ Σ, что µ(S\Aε) < ε и множество

Aε(| ν |C) =
{
| ν |C (A)

µ(A)

∣∣∣∣ A ⊂ Aε, µ(A) > 0, A ∈ Σ

}
(8)

предкомпактно, т.е. ограничено в R. Из (5) и (8) вытекает, что

‖Aε(ν)‖C = sup

{
‖ν‖C(A)
µ(A)

∣∣∣∣ A ⊂ Aε, µ(A) > 0, A ∈ Σ

}
6
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6 sup

{
|ν|C(A)
µ(A)

∣∣∣∣ A ⊂ Aε, µ(A) > 0, A ∈ Σ

}
= supAε(|ν|C) =: Kε < ε,

то есть ∀ε > 0 множество Aε(ν) содержится в некотором компакте Kε · C ⊂ E.
Следовательно, по теореме 3, ∀ε > 0 существует такое отображение

fε : S → E, что справедливо равенство

ν(A) = (P )

∫
A

fε(t)dµ(t) (∀A ∈ Σ, A ⊂ Aε). (9)

Пусть εn = 1
n ∀n ∈ N и An :=

n⋃
k=1

Aεk . Заметим, что последовательность множеств

An возрастает. Поскольку µ(S\An) 6 µ(S\Aεn) =
1
n , то µ

(
S\

∞⋃
n=1

An

)
= 0. Восполь-

зовавшись тем, что последовательность An возрастает, будем выбирать отображе-
ния fn = fεn ∀n ∈ N так, чтобы fm |An= fn при m > n. Положим

f(t) =

{
fn(t), если t ∈ An ;
0, в противном случае .

Тогда

ν(A) = (P )

∫
A

f(t)dµ(t) ∀A ∈ Σ. (10)

Действительно, ∀` ∈ E∗ и A ∈ Σ

`(ν(A)) = lim
n→∞

`
(
ν(A

⋂
An)

)
= lim

n→∞
`

(P )

∫
A
⋂

An

f(t)dµ(t)

 =

= lim
n→∞

(L)

∫
A
⋂

An

`(f(t))dµ(t) = (L)

∫
A

`(f(t))dµ(t),

так как последовательность {An}∞n=1 возрастает и множество S\
∞⋃
n=1

An имеет

µ-меру нуль, а также ν ∈ VK(S,E) ⊂ V (S,E).
2). Зафиксируем j ∈ J и подействуем отображением ϕj : E → Êj на обе части

равенства (10):

νj(A) = ϕj(ν(A)) = (P )

∫
A

fj(t)dµ(t) (∀j ∈ J ∀A ∈ Σ).

Согласно предложению 8, νj ∈ ACK(S, Êj) и поэтому νj ∈ V (S, Êj). Далее,

∀n ∈ N f jn(S) = ϕj(fn)(S) ⊂ co A0(νj |An) = ϕj(co A0(ν |An))
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по теореме 3. Это означает, что f jn(S) содержится в некотором компактном подмно-
жестве банахова пространства Êj , откуда fj = ϕj(f) сепарабельнозначно и интегри-
руемо по Бохнеру в силу предложения 9. Следовательно, равенство (4) справедливо
и теорема доказана. �

Далее будет показано, что для пространств Фреше справедливо и обратное утвер-
ждение (см. теорему 6).

Замечание 3. Ввиду недифференцируемости неопределённого интеграла Лебега
по произвольной мере µ даже для S ⊂ R2 (см. [19], §V1.1) в общем случае не удаётся
доказать для векторных зарядов включение f(t) ∈ ∂KF (t) (см. [15], доказательство
теоремы 3.2), справедливое для отображений отрезка I = [a; b] в ЛВП E. Это не поз-
воляет перенести на векторные заряды критерий сильной компактной абсолютной
непрерывности, полученный ранее в ([15], теорема 3.2).

Рассмотрим достаточное условие компактной абсолютной непрерывности вектор-
ных зарядов в случае произвольного отделимого ЛВП E.

Теорема 4. Пусть E — отделимое ЛВП и

ν(A) = (B)

∫
A

f(t)dµ(t) ∀A ∈ Σ,

причём
∫
S

‖f(t)‖Cdµ(t) <∞ для некоторого C ∈ C(E). Тогда ν ∈ ACK(S,E).

Доказательство. Так как отображение f интегрируемо по Бохнеру, то оно инте-
грируемо по Петтису на любом множестве A ∈ Σ. Отсюда, учитывая включение
f(t) ∈ ‖f(t)‖C · C, ∀A ∈ Σ, ` ∈ E∗, имеем

`(ν(A)) = (L)

∫
A

`(f(t))dµ(t) 6
∫
A

‖f(t)‖Cdµ(t) · sup `(C).

Далее, по известному следствию из теоремы Хана-Банаха о функциональной отде-
лимости точки и замкнутого выпуклого множества, имеем

ν(A) ∈
∫
A

‖f(t)‖Cdµ(t) · C, ‖ν(A)‖C 6
∫
A

‖f(t)‖Cdµ(t).

Поэтому ν ∈ VK(Σ, E), ν � µ, | ν |C � µ. Следовательно, ν ∈ ACK(S,E). �

2. Предельная форма свойства Радона-Никодима справедлива для
векторных зарядов со значениями в пространствах Фреше

Данный пункт посвящён доказательству представимости пространства Соболе-
ва W 1

1 (S,E) в виде топологического индуктивного предела как шкалы пространств
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абсолютно непрерывных зарядов {AC(S,EC)}C∈C(E), так и шкалы пространств Со-
болева {W 1

1 (S,EC)}C∈C(E). Эта форма свойства Радона-Никодима даёт возмож-
ность в ряде случаев «обходить» отсутствие классического свойства (RNP). Начнём
со вспомогательного понятия универсальной компактной формы свойства Радона-
Никодима, или, универсального К-свойства Радона-Никодима.

Далее (S,Σ, µ) — пространство с конечной вещественной σ-аддитивной мерой µ.
В предыдущем пункте было показано, что

ACK(S,E) ⊂W 1
1 (S,E) ⊂ AC(S,E). (11)

Как и в случае отображений F : I = [a; b] → E (см. [15], определение 3.1), выделим
класс ЛВП, характеризующихся равенством

ACK(S,E) =W 1
1 (S,E) (12)

для произвольного фиксированного пространства с мерой (S,Σ, µ).
Определение 3. Будем говорить, что ЛВП E обладает К-свойством Радона-
Никодима относительно пространства с конечной мерой (S,Σ, µ), если справедливо
(12). Примем обозначение E ∈ RNPK(S, µ). В случае, когда (12) выполнено для
всех пространств с конечной мерой (S,Σ, µ), примем обозначение E ∈ RNPU

K и
будем говорить, что E обладает универсальным K-свойством Радона-Никодима.

Вообще говоря, не всякое ЛВП обладает свойством RNPU
K . Например, пусть

S = I = [a; b] — вещественный отрезок, Σ — борелевская σ-алгебра подмножеств S,
а µ = mes — мера Лебега на Σ. Легко видеть, что всегда RNPK(I,mes) = RNPK .
В ([15], пример 3.1) показано, что существует ЛВП E без RNPK . Это означает,
что данное пространство E не обладает свойством RNPK(I,mes), а тем более —
свойством RNPU

K .
В ([16], теорема 4) доказана справедливость RNPK в любом пространстве Фре-

ше. Напомним, что любое пространство Фреше E является проективным пределом
банаховых пространств Ên, где Ên — пополнения пространств En = E/ker‖ · ‖n
∀n ∈ N по соответствующим фактор-нормам.

Оказывается, что свойство RNPU
K справедливо в произвольном пространстве

Фреше. Это вытекает из следующего результата ([16], теорема 2).

Теорема 5. Пусть E — пространство Фреше и 1 6 p < ∞. Если отображение
f : S → E интегрируемо по Бохнеру, причём ∀n ∈ N

∫
S

‖f(t)‖pn dµ(t) < ∞, то

существует такой компакт C ⊂ E, что
∫
S

‖f(t)‖nC dµ(t) <∞.

Из теоремы 5 и соотношения (11) немедленно вытекает

Теорема 6. Любое пространство Фреше обладает свойством RNPU
K .
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Таким образом, в пространствах Фреше свойства RNPK и RNPU
K равносильны.

Отметим, что в общем случае (для произвольных ЛВП) вопрос о связи RNPU
K и

RNPK остаётся открытым для дальнейшего изучения.
Теперь переходим к основному результату раздела. Приведём вспомогательный

результат, вытекающий из теоремы 1 и свойства компактной аппроксимации для
пространств Фреше ([16], теорема 6).

Теорема 7. Если E — пространство Фреше, то имеет место векторный изомор-
физм

W 1
1 (S,E)

vect
= lim−−−−−−→

C∈C(E)

W 1
1 (S,EC) =

⋃
C∈C(E)

W 1
1 (S,EC) (∀ (S, µ)) . (13)

Доказательство. Действительно, в силу свойства компактной аппроксимации,
∀C ′ ∈ C(E) существует такой компакт C ∈ C(E), что справедливо компактное вло-
жение: EC′ ↪→↪→ EC . Это позволяет нам рассмотреть банахово пространство EC

как основное; при этом C ′ ∈ C(EC), (EC)C′ = EC′ , ν ∈ AC(S, (EC)C′) = AC(S,EC′).
Следовательно, по теореме 1,

ν(Q) =

∫
Q

f(t)dµ(t) ∀Q ∈ Σ (f : S → EC),

причём отображение f µ-интегрируемо по Бохнеру в пространстве EC . �

В действительности, как будет показано ниже, изоморфизм (13) является топо-
логическим. В пространствe Фреше неопределённых интегралов Бохнера W 1

1 (S,E)

над пространством Фреше E введём определяющую систему полунорм‖ν‖j =
∫
S

‖f(t)‖jdµ(t)

 , j ∈ N.

В пространствах W 1
1 (S,EC) и более обширных пространствах К-абсолютно непре-

рывных векторных зарядов AC(S,EC), C ∈ C(E), введём банаховы нормы

‖ν‖C =

∫
S

‖f(t)‖C dµ(t).

Перед тем, как доказать основную теорему пункта, приведём вспомогательное
утверждение ([17], лемма 2.1).

Лемма 1. Пусть E — пространство Фреше. Если {Cn}∞n=1 ⊂ C(E) и ∀m ∈ N
αn = o (1/diamm(Cn)), то

C = co

( ∞⋃
n=1

αnCn

)
∈ C(E).
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В частности, если lim
n→∞

diamm(Cn) = 0 ∀m ∈ N, то

C = co

( ∞⋃
n=1

Cn

)
∈ C(E).

Теорема 8. В любом пространстве Фреше E справедлива предельная форма свой-
ства Радона-Никодима (2):

W 1
1 (S,E)

top
= lim−−−−−−→

C∈C(E)

W 1
1 (S,EC)

top
= lim−−−−−−−→

C′∈C(E)

AC(S,EC′) (∀ (S, µ)) .

Доказательство. Обозначим Y =W 1
1 (S,E), Y C =W 1

1 (S,EC),
Y C = lim−−−−−−→

C∈C(E)

Y C . Докажем, что Y top
= Y C .

1). Имеем ∀C ∈ C(E):

(EC ↪→ E) ⇒ (Y C ↪→ Y ) ⇒

(
lim−−−−−−→

C∈C(E)

Y C = Y C ↪→ Y

)
.

Таким образом, необходимо проверить только непрерывность обратного вложения:
Y ↪→ Y C .

2). Пусть νn
Y−→ 0, причём νn(Q) = (B)

∫
Q

fn(t)dµ(t), fn — простые отображения.

Следовательно, ∀m (в каноническом представлении E ∼= lim←−−m
Em): ‖νn‖m → 0 при

n→ ∞. Положим

Bm = {x ∈ E | ‖x‖m 6 1}, Cmn = Bm

⋂
spanfn(S) (n ∈ N).

Так как dim spanfn(S) <∞, то Cmn ∈ C(E); при этом diammCmn = diammBm =

= 2. Отсюда C̃mn = em(Cmn) (em : E ↪→ Em — канонические вложения) принадле-
жат C(Em), причём diamEmC̃mn = diammBm = 2 (n ∈ N). Далее, поскольку

‖fn(t)‖Cmn = ‖fn(t)‖m (∀t ∈ S, n ∈ N),

то αmn = ‖νn‖Cmn =

∫
S

‖fn(t)‖Cmndµ(t) =

∫
S

‖fn(t)‖mdµ(t) = ‖νn‖m → 0 при n→ ∞.

Положим

C̃m = co

( ∞⋃
n=1

√
αmn · Cmn

)
(C̃m ↘).

Согласно лемме 1, C̃m ∈ C(Em). При этом:

‖νn‖C̃m 6 ‖νn‖
√
αmnCmn =

1
√
αmn

‖νn‖Cmn =
αmn√
αmn

=
√
αmn → 0 при n→ ∞.

3). Рассмотрим E как плотное подпространство произведения Ẽ =
∏
m
Ẽm. Тогда

C̃ =
∏
m
C̃m — абсолютно выпуклый компакт в Ẽ по теореме Тихонова ([21], п. VI.8.1).
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При этом
Ẽ

C̃
⊃
∏
m

Ẽ
m, C̃m

,

откуда C = C̃
⋂
E 6= ∅, C ∈ C(E) и

lim←−−m
E

m, C̃m

∼=

(∏
m

Ẽ
m, C̃m

)⋂
E ↪→ Ẽ

C̃

⋂
E = EC .

Таким образом,(
νn

Y C̃m
m−→ 0 (∀m)

)
⇐⇒

νn lim←−−m
Y C̃m
m

−→ 0

 =⇒
(
νn

Y C

−→ 0

)
=⇒

(
νn

Y C−→ 0

)
.

Отсюда (
νn

Y−→ 0
)
=⇒

(
νn

Y C−→ 0

)
.

4). Следовательно, вложение Y ↪→ Y C непрерывно на плотном подмножестве
{ν ∈ Y | f — простые } пространства Y , а значит, и на всём Y . Из непрерывности
вложений Y C ↪→ Y и Y ↪→ Y C следует изоморфизм

Y ∼= Y C , (14)

т.е. (2) верно. Теорема доказана. �

Отметим, что изоморфизм (2) можно переформулировать для пространства ин-
тегрируемых по Бохнеру отображений L1(S,E).

Теорема 9. В любом пространстве Фреше E справедлива предельная форма свой-
ства Радона-Никодима:

L1(S,E)
top
= lim−−−−−→

C∈C(E)

L1(S,EC)
top
= lim−−−−−−→

C′∈C(E)

AC(S,EC′) (∀ (S, µ)) . (15)

3. Некоторые приложения

3.1. Новый критерий непрерывности линейных операторов. Отметим при-
ложение, вытекающее из известного критерия непрерывности линейных операто-
ров, заданных на индуктивном пределе ([23], II.6.1).

Теорема 10. Пусть E — пространство Фреше, X — произвольное ЛВП,
A :W 1

1 (S,E) → X — линейный оператор. Тогда следующие условия равносильны:

(i) A непрерывен на W 1
1 (S,E);

(ii) A непрерывен на каждом W 1
1 (S,EC), C ∈ C(E);

(iii) A непрерывен на каждом AC(S,EC′), C ′ ∈ C(E).

Аналогичное утверждение справедливо и для линейных операторов
A : L1(S,E) → X.
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3.2. Теорема о среднем для векторных зарядов с компактной выпуклой
оценкой. В качестве второго приложения докажем обобщённую теорему Лагран-
жа с компактной оценкой для векторных зарядов со значениями в пространствах
Фреше.

Теорема 11. Пусть E — пространство Фреше, а заряд ν : S → E представим в
виде интеграла Бохнера:

ν(Q) =

∫
Q

f(t)dµ(t) ∀Q ∈ Σ (f : S → E).

Если f(t) ∈ ϕ(t) · B при t ∈ S\e, где множество ν(e) имеет скалярную µ-меру
нуль, ϕ(t) неотрицательна и суммируема на S\e, а множество B замкнуто и
абсолютно выпукло в E, то существует такой абсолютно выпуклый компакт
C ⊂ B, что функция ‖f(t)‖C µ-суммируема и

ν(Q) ∈

 ∫
Q\e

‖f(t)‖Cdµ(t)

 · C ∀Q ∈ Σ. (16)

Доказательство. Заметим, что из равенства `(ν(e)) = `

(∫
e
f(t)dµ(t)

)
= 0 ∀` ∈ E∗

легко вытекает
∫
e
f(t)dµ(t) = 0. По стандартной схеме [28] с использованием теоремы

о функциональной отделимости точки и замкнутого выпуклого множества можно
проверить оценку

ν(Q) ∈

 ∫
Q\e

ϕ(t)dµ(t)

 ·B ∀Q ∈ Σ. (17)

Тогда, по теореме 7, f µ-интегрируемо по Бохнеру в некотором пространстве E
C̃
,

C̃ ∈ C(E). При этом можно считать, что f(t) ∈ ϕ(t) · C для всякого t ∈ S\e, где
C = B

⋂
C̃.

3). Теперь остаётся применить формулу конечных приращений (17) с заменой
множества B на C. �

Следствие 1. (Теорема о среднем.) В условиях теоремы 11 существует такое
компактное множество C ∈ C(E), что

ν(Q) ∈ µ(Q\e) · coEC
f(S\e) ∀Q ∈ Σ.

Если µ(e) = 0, µ(Q) > 0, то

ν(Q)

µ(Q)
∈ coEC

f(S\e) ∀Q ∈ Σ.
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3.3. Усиленная теорема Березанского-Гельфанда-Костюченко (БГК) о
дифференцируемости операторных мер в сепарабельных гильбертовых
пространствах. В теории операторов весомую роль играет теорема БГК о диф-
ференцируемости операторных мер в сепарабельном гильбертовом пространстве
[21, 24, 25]. Построенная на базе теоремы БГК теория спектральных операторных
мер используется и в современных исследованиях [26, 27].

С использованием результатов настоящей работы, эту теорему можно несколь-
ко усилить, заменив дифференцируемость операторной меры в исходном гильбер-
товом (сепарабельном) пространстве H на более сильную дифференцируемость в
пространстве HC для некоторого компактного множества C ∈ C(H). Под диффе-
ренцируемостью операторной меры здесь понимается её представимость в виде ин-
теграла Бохнера. Приведём ряд известных вспомогательных определений и фактов
из [21]. Зафиксируем цепочку сепарабельных гильбертовых пространств с непре-
рывными плотными вложениями:

H− ⊇ H ⊇ H+. (18)

Определение 4. Линейный оператор A : H+ → H− называется неотрицатель-
ным, если (Au, u)H > 0 (u ∈ H+). След неотрицательного оператора по определе-

нию равен Tr(A) =
∞∑
j=1

(Aej , ej)H , где (ej)
∞
j=1 — ортонормированный базис в H+.

Теперь приведём определение операторной меры с конечным следом (см. [21],
с. 517).

Определение 5. Пусть R — некоторое множество; R — некоторая σ-алгебра мно-
жеств из R. Операторнозначную функцию R 3 α p→ θ(α) будем называть опера-
торной мерой с конечным следом, если выполнены следующие требования:

a) для любого α ∈ R θ(α) — неотрицательный оператор из H+ в H−,
θ(∅) = 0, Tr(θ(R)) <∞;

b) выполняется свойство счётной аддитивности: если множества αj ∈ R

(j ∈ N) попарно не пересекаются, то θ

(
∞⋃
j=1

αj

)
=
∞∑
j=1

θ(αj), где ряд

сходится в слабом смысле.

Известно (см. [21]), что функция R 3 α p→ ρ(α) = Tr(θ(α)) является числовой
неотрицательной конечной мерой.

Определение 6. Функция R 3 α p→ ρ(α) = Tr(θ(α)) называется следовой мерой
для операторной меры θ.

Сформулируем классическую теорему о дифференцируемости операторных мер
(см., например, теорему XV.1.1 из [21]). Будем обозначать через σ2(H) (гильбер-
тово) пространство операторов Гильберта-Шмидта A : H → H с нормой | · |.
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Теорема 12. Операторную меру θ с конечным следом можно продифференциро-
вать по её следовой мере ρ. Это означает, что существует слабо измеримая от-
носительно R определённая для ρ-почти всех λ ∈ R операторнозначная функция
Ψ(λ) : H+ → H−, Ψ(λ) > 0, |Ψ(λ)| 6 Tr(Ψ(λ)) = 1 такая, что

θ(α) = (B)

∫
α

Ψ(λ)dρ(λ) (∀α ∈ R), (19)

где интегрирование производится в пространстве σ2(H). Функция Ψ определя-
ется однозначно с точностью до её значений на множестве нулевой меры ρ и
называется производной Радона-Никодима операторной меры θ по её следовой ме-
ре ρ (dθ/dρ)(λ) = Ψ(λ).

Воспользовавшись справедливостью К-свойства Радона-Никодима для всякого
пространства Фреше (теорема 6), предыдущую теорему можно усилить, заменив
интегрируемость Ψ(·) в пространстве E =σ2(H) на интегрируемость в некотором
пространстве EC , порождённом абсолютно выпуклым компактом C ∈ C(σ2(H)).

Теорема 13. Для произвольной операторной меры θ с конечным следом существу-
ет абсолютно выпуклый компакт C ∈ C(σ2(H)) такой, что производная Радона-
Никодима операторной меры θ по её следовой мере ρ интегируема по Бохнеру в
пространстве EC для всех ∆ ∈ Σ.

Из предыдущей теоремы, а также теоремы о среднем для векторных зарядов с
компактной выпуклой оценкой (следствие 1) вытекает

Следствие 2. (Теорема о среднем для операторных мер в гильбертовых
пространствах.) В условиях теоремы 12 существует такой компакт C ∈ C(E)

и такое множество e ⊂ R ρ-меры нуль, что

θ(α)

ρ(α)
∈ coEC

Ψ(R\e) (∀α ∈ R, ρ(α) > 0).

3.4. Усиленная теорема БГК о дифференцируемости операторных мер со
значениями в сепарабельных банаховых пространствах. В работе [29] была
получена теорема о дифференцировании операторных мер со значениями в сепа-
рабельных банаховых пространствах. В классической монографии Ю.М. Березан-
ского [24] рассмотрены приложения этой теоремы к разложениям по обобщённым
собственным векторам самосопряжённого оператора. Под операторной мерой здесь
понимается векторный заряд вида Θ : Σ → B(E1, E

′
2), где Σ — σ-алгебра подмно-

жеств некоторого множества S, E′2 — пространство антилинейных непрерывных
функционалов над банаховым пространством E2, а B(E1, E

′
2) — пространство огра-

ниченных операторов, действующих из E1 в E′2, со стандартной нормой.
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Теорема 14. Пусть Σ — σ-алгебра борелевских подмножеств некоторого множе-
ства S ⊂ R, ρ(∆) = |Θ|(∆) — полная вариация операторной меры Θ на множестве
∆ ∈ Σ. Если E1 и E′2 — сепарабельные банаховы пространства, то для ρ-почти
всех λ существует операторнозначная функция Ψ(λ), ‖Ψ(λ)‖ = 1 такая, что

Θ(∆) = (B)

∫
∆

Ψ(λ)dρ(λ) (∀∆ ∈ Σ). (20)

Отметим, что данная теорема даёт новую информацию не только в банаховом
случае, но и весьма полезна при исследовании «незнакопостоянных» операторных
мер в гильбертовых пространствах. В частности, теорема 14 была использована в
[26] для уточнения одного из основных результатов этой работы — теоремы 2.14 —
в случае операторных мер локально ограниченной вариации.

Ввиду справедливости К-свойства Радона-Никодима для всякого пространства
Фреше (теорема 6), предыдущую теорему можно усилить, заменив интегрируемость
Ψ(·) в пространстве E = B(E1, E

′
2) на интегрируемость в некотором пространстве

EC , порожденном абсолютно выпуклым компактом C ∈ C(B(E1, E
′
2)).

Теорема 15. Пусть Σ — σ-алгебра борелевских подмножеств некоторого множе-
ства S ⊂ R, ρ(∆) = |Θ|(∆) — полная вариация операторной меры Θ на множестве
∆ ∈ Σ. Если E1 и E′2 — сепарабельные банаховы пространства, то для ρ-почти
всех λ существует операторнозначная функция Ψ(λ), ‖Ψ(λ)‖ = 1 и абсолютно
выпуклый компакт C ∈ C(B(E1, E

′
2)) такие, что интеграл Бохнера (20) сходится

в пространстве EC для всех ∆ ∈ Σ.

Для операторных мер со значениями в сепарабельных банаховых пространствах
справедлив также аналог теоремы о среднем с компактной выпуклой оценкой (тео-
ремы 11 и следствия 1).

Следствие 3. В условиях теоремы 14 существует такой компакт
C ∈ C(B(E1, E

′
2)) и такое множество e ⊂ S ρ-меры нуль, что

Θ(∆)

ρ(∆)
∈ coEC

Ψ(S\e) (∀∆ ∈ Σ, ρ(∆) > 0).

3.5. Дифференцируемость операторных мер со значениями в несепара-
бельных ЛВП. В заключение мы рассмотрим также одно приложение теоремы
1. Из теоремы 14 вытекает, что для сепарабельных банаховых пространств E1 и E′2
пространство B(E1, E

′
2) обладает свойством Радона-Никодима. Отметим, что до-

казательство данного результата существенно опирается на сепарабельность про-
странств E1 и E′2. Легко видеть, что для несепарабельных банаховых пространств
E1 теорема 14, вообще говоря, уже не верна. Действительно, положим E2 = R.
Тогда E′2 = R и B(E1, E

′
2) ⊃ L(E1, E

′
2) = E′1 (здесь L(E1, E

′
2) — пространство линей-

ных ограниченных операторов). Хорошо известно, что пространство L(E1, E
′
2) = E′1
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может и не обладать свойством Радона-Никодима, что в свою очередь влечёт
B(E1, E

′
2) 6∈ (RNP ) (см. [2], следствие 3, стр. 220).

Итак, для несепарабельных пространств возникает задача поиска достаточных
условий дифференцируемости операторных мер (т.е. представимости в виде ин-
теграла Бохнера). Под операторной мерой мы понимаем векторный заряд вида
Θ : Σ → B(E1, E

′
2), где Σ — σ-алгебра подмножеств некоторого множества S, E′2 —

пространство антилинейных непрерывных функционалов над ЛВП E2, наделённое
некоторой (отделимой) локально выпуклой топологией, а B(E1, E

′
2) — пространство

ограниченных операторов, действующих из E1 в E′2, также наделённое некоторой
(отделимой) локально выпуклой топологией. Опираясь на доказанную выше теоре-
му 1, мы можем сформулировать следующий результат.

Теорема 16. Пусть Θ — операторная мера на σ-алгебре Σ подмножеств неко-
торого множества S, ρ(∆) = |Θ|(∆) — полная вариация операторной меры Θ на
множестве ∆ ∈ Σ. Если Θ ∈ ACK(S,B(E1, E

′
2)), то существует операторнознач-

ная функция Ψ(λ), определённая для ρ-почти всех λ и такая, что имеет место
равенство

Θ(∆) = (B)

∫
∆

Ψ(λ)dρ(λ) (∀∆ ∈ Σ). (21)

Заметим, что в случае, когда E1, E′2 и B(E1, E
′
2) — пространства Фреше, спра-

ведливо и обратное утверждение (см. теорему 6).
По аналогии с предыдущими пунктами, сформулируем теорему о среднем для

операторных мер с компактной оценкой в несепарабельных пространствах Фреше.

Следствие 4. (Теорема о среднем для операторных мер со значениями
в пространствах Фреше.) Если, в условиях теоремы 16, E1, E′2 и B(E1, E

′
2) —

пространства Фреше, то существуют компакт C ∈ C(B(E1, E
′
2)) и множество

e ⊂ S ρ-меры нуль такие, что
Θ(∆)

ρ(∆)
∈ coEC

Ψ(S\e) (∀∆ ∈ Σ, ρ(∆) > 0).
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Сильнi компактнi характеристики та гранична форма вла-
стивостi Радона-Нiкодима для векторних зарядiв. У цiй роботi
дослiджено новi характеристики векторних зарядiв зi значеннями у ло-
кально опуклих просторах: сильна компактна вариацiя, сильна компакт-
на абсолютна неперервнiсть, унiверсальна компактна та гранична фор-
ми властивостi Радона-Нiкодима. Доведено, що довiльний простiр Фрє-
ше має унiверсальну компактну та граничну форму властивостi Радона-
Нiкодима для векторних зарядiв. Розглянуто деякi застосування.

Ключовi слова: локально опуклий простiр, простiр Фрєше, векторний заряд, iн-
теграл Бохнера, сильна компактна вариацiя, сильна компактна абсолютна непере-
рвнiсть, унiверсальна К-властивiсть Радона-Нiкодима, гранична форма властивостi
Радона-Нiкодима, операторна мiра.

Strong compact properties and limit form of Radon-Nikodym
property for vector measures. In this paper new properties for vector
measures with values in locally convex spaces, namely the strong compact
variation, the strong compact absolute continuity, the universal compact and
limit forms of the Radon-Nikodym property are investigated. It is proved that
each Frechet space possesses the universal compact and limit forms of the
Radon-Nikodym property for vector measures. Some applications are considered.

Keywords: locally convex space, Frechet space, vector measure, strong compact
variation, strong compact absolute continuity, universal K-property of Radon-Nikodym,
limit form of the Radon-Nikodym property, operator measure.


