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примеры.

Ключевые слова: субгладкий интегрант, компактный субдифференциал, включе-
ние Эйлера – Лагранжа, обобщенные условия Лежандра – Якоби

Введение

Субдифференциалы, как инструмент негладкого анализа, достаточно давно по-
лучили признание в математике (см., например, [1], [8], [14], [15]). Начиная с клас-
сического субдифференциала выпуклого функционала, появились и продолжают
появляться новые определения субдифференциалов, рассчитанные на применение
к различным классам экстремальных и других негладких задач (см., например, [6],
[13], [16]).

Исходя из определения компактного субдифференциала (илиK–субдифференци-
ала) для отображений скалярного аргумента в вещественное ЛВП, введенного в
работах И. В. Орлова и Ф. С. Стонякина с целью исследования проблем вектор-
ного интегрирования, K–субдифференциал есть некоторое компактное выпуклое
множество, и в случае, когда это множество сводится к точке, сводится к обычно-
му к обычному дифференциалу. K–субдифференциалы позволили получить зна-
чимые результаты в теории интеграла Бохнера (см. [3], [7], [12]). Теория K–суб-
дифференциалов первого порядка для отображений векторного аргумента была
построена в работах (см. [4], [5], [9], [10], [11]) и включает в себя приложения к
экстремальным вариационным задачам с негладким интегрантом.

Настоящая работа посвящена детальному рассмотрению приложения K–субдиф-
ференциального исчисления к исследованию экстремальных вариационных задач с
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негладким (а именно, с субгладким) интегрантом. В статье содержатся субгладкие
аналоги основной вариационной леммы, уравнения Эйлера – Лагранжа, простого и
усиленного условий Лежандра, а также условий Лежандра – Якоби для основного
вариационного функционала.

Работа состоит из четырех разделов. Первый раздел посвящен краткому обзо-
ру теории K–субдифференциалов первого порядка, а также приведены основные
понятия теории нормированных конусов.

Во втором разделе приведен краткий обзор применения компактных субдиффе-
ренциалов первого порядка к вариационным функционалам с C1–субгладким инте-
грантом. Рассмотрены примеры.

Третий раздел содержит теорию компактных субдифференциалов второго по-
рядка, приведены основные определения и теоремы.

Наконец, четвертый раздел посвящен приложению теории K–субдиффе-
ренциалов второго порядка к вариационным функционалам с C1–субгладким инте-
грантом. Получена оценка второго K–субдифференциала основного вариационного
функционала. Получены аналоги классических условий Лежандра, а также условий
Лежандра – Якоби. Рассмотрены примеры.

1. Компактные субдифференциалы первого порядка (обзор)

Для начала напомним основные определения.

Определение 1. Выпуклый конус X назовем нормированным, если для любого
его элемента x ∈ X определена неотрицательная величина (конус–норма) ∥x∥, об-
ладающая следующими свойствами:

(i) (∥x∥ = 0) ⇐⇒ (x = 0);

(ii) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥;
(iii) ∥λ · x∥ = λ · ∥x∥ (∀λ ≥ 0).

Конус–норма индуцирует локально выпуклую конус–топологию в X.

Определение 2. Пусть (X, ∥ · ∥) — нормированный конус. Обозначим через XK

множество всех компактных выпуклых подмножеств X. Нетрудно проверить, что
XK образует выпуклый конус относительно поэлементного сложения множеств и
умножения на неотрицательные скаляры. Нулем в XK является множество {0}.

Введем норму в XK : ∥C∥ = sup
x∈C

∥x∥.

Теорема 1. Если X — банахов конус, то нормированный конус XK — также
банахов.

Определение 3. Пусть E — выпуклый конус, F — нормированный конус, FK —
нормированный упорядоченный конус выпуклых компактных подмножеств F (см.
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определение 2). Сублинейный оператор A : E → FK назовем сублинейным K–опе-
ратором, или, коротко, K–оператором.

Сублинейный оператор f : E → RK назовем сублинейным K–функционалом,
или, коротко, K–функционалом. В случае нормированного конуса E, банахов ко-
нус сублинейных ограниченных K–операторов Lsub(E;FK) будем более коротко
обозначать LK(E;F ); банахов конус сублинейных ограниченных K-функционалов
Lsub(E;RK) = LK(E;R) более коротко обозначим E∗

K .

Введем понятие K–композиции.

Определение 4. Пусть E, F, C — нормированные конусы, A ∈ LK(E;F ),

B ∈ LK(F ;G). K–композицией [B · A] K–операторов A и B назовем многозначное
отображение:

[B ·A]h = co

( ∪
k∈Ah

Bk

)
.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Если A ∈ LK(E;F ), B ∈ LK(F ;G), то [B · A] ∈ LK(E;G). При этом
выполнено неравенство:

∥[B ·A]∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥.

Определение 5. Пусть E — нормированный конус, {Bδ}δ>0 — убывающая по вло-
жению при δ ↘ +0 система замкнутых выпуклых подмножеств E с непустым ком-
пактным пересечением B. Множество B назовем K–пределом системы {Bδ}δ>0 при
δ → +0 :

B = K− lim
δ→+0

Bδ,

если ∀U(0) ⊂ E ∃ δU > 0 (0 < δ < δU ) =⇒ (Bδ ⊂ B + U).

Всюду далее E, F — банаховы пространства, U(x) — окрестность точки x ∈ E,

h ∈ E — произвольное направление в E, co — замкнутая выпуклая оболочка мно-
жества в F .

Определение 6. Назовем K–субдифференциалом отображения f в точке x следу-
ющий
K–предел (если он существует):

∂Kf(x, h) = K− lim
δ→+0

∂δf(x,h)︷ ︸︸ ︷
co {Y ∈ F | f(x+ t · h) = f(x) + t · Y, 0 < t < δ} . (1)

В случае, когда F — нормированное пространство, выражение под знаком K–пре-
дела в (1) можно выразить в более привычной форме, через разностные отношения:

∂Kf(x, h) = K− lim
δ→+0

co

{
f(x+ th)− f(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
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Отправляясь от K–субдифференциала по фиксированному направлению h и дей-
ствуя по аналогии с классической схемой, мы теперь вводим слабый K–субдиф-
ференциал как сублинейный K–оператор по h, K–субдифференциал Гато — как
ограниченный сублинейный K–оператор, и наконец, K–субдифференциал Фреше
по схеме "Гато" плюс "равномерная по направлениям сходимость в K–пределе
∂Kf(x, h)".

Определение 7. Будем говорить, что отображение f слабо K–субдиф-
ференцируемо в точке x, если f K–субдифференцируемо в этой точке по любому
направлению h ∈ E, и K–субдифференциал по направлению ∂Kf(x, h) сублинеен по
h. Примем в этом случае обозначение ∂Kf(x)h = ∂Kf(x, h). Здесь ∂Kf(x) : E → FK
— сублинейный K–оператор.

Определение 8. Будем говорить, что отображение f K–субдифференцируемо по
Гато в точке x, если f слабо K–субдифференцируемо в этой точке и слабый K–суб-
дифференциал ∂Kf(x) ограничен (или, что равносильно, равномерно полунепре-
рывен сверху на E). В этом случае сублинейный ограниченный оператор ∂Kf(x)

назовем K–субдифференциалом Гато отображения f в точке x.

Определение 9. Будем говорить, что отображение f K–субдифференцируемо
по Фреше (или сильно K–субдифференцируемо) в точке x, если f K–субдиф-
ференцируемо по Гато в этой точке, и сходимость в K–пределе

∂Kf(x)h = K− lim
δ→+0

co{Y ∈ F |f(x+ h) = f(x) + t · Y, 0 < t < δ} (2)

равномерна по всем направлениям h, 0 < ∥h∥ ≤ 1. В этом случае K–опе-
ратор ∂Kf(x) назовем K–субдифференциалом Фреше (или сильным K–субдиф-
ференциалом) отображения f в точке x.

В случае нормированного пространства F равенство (2) принимает вид:

∂Kf(x)h = K− lim
δ→+0

co

{
f(x+ th)− f(x)

t
; 0 < t < δ

}
.

Напомним определение полунепрерывности сверху.

Определение 10. Пусть E, F — нормированные конусы, F индуктивно упорядо-
чен, Λ : E ⊃ U(x) → F. Будем говорить, что отображение Λ полунепрерывно сверху
(или субнепрерывно) в точке x ∈ E (обозначение Λ ∈ Csub(x)), если

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (∥h∥ < δ) ⇒ (Λ(x+ h) ≼ Λ(x) + y, где ∥y∥ < ε). (3)
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2. K–субдифференциал основного вариационного функционала (обзор)

Теорема 3. Пусть для вариационного функционала

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), u = f(x, y, z)). (4)

интегрант f является C1–субгладким: f ∈ C1
sub(R3) (см. определение 10). Тогда Φ

сильно K–субдифференцируем всюду в C1[a; b], причём справедлива оценка:

∂KΦ(y)h ⊂

 b∫
a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;

b∫
a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx


(∀h ∈ C1[a; b]). (5)

Отметим частный случай оценки (5), когда интегрант образован внешней компо-
зицией субгладкой функции с гладкой.

Теорема 4. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

φ
[
f(x, y, y′)

]
dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), φ ∈ C1

sub(R)).

Тогда справедлива оценка:

∂KΦ(y)h ⊂
[ b∫
a

φ′ (f(x, y, y′))(∂f
∂y

(x, y, y′)h+
∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx ;

b∫
a

φ′
(
f(x, y, y′)

)(∂f
∂y

(x, y, y′)h+
∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

]
(∀h ∈ C1[a; b]). (6)

Ещё один существенный частный случай представляет внутренняя композиция
субгладкой функции с гладкой. Здесь, для простоты, мы рассмотрим композицию
только по третьей переменной.

Теорема 5. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, φ(y′))dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), φ ∈ C1
sub(R)).

Тогда справедлива оценка:

∂KΦ(y)h ⊂
b∫
a

∂f

∂y
(x, y, φ(y′))hdx+
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+

 b∫
a

∂f

∂z
(x, y, φ(y′)) · φ′(y′)h′dx;

b∫
a

∂f

∂z
(x, y, φ(y′)) · φ′(y′)h′dx

 (h ∈ C1[a; b]). (7)

Отметим, в качестве конкретных примеров, случаи интегрантов, образованных
композицией гладкой функции и модуля.

Пример 1. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

|f(x, y, y′)|dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3)). (8)

После преобразований оценка (9) приводится к оценке

∂KΦ(y)h ⊂
( ∫
(y′>0)

(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx−

∫
(y′<0)

(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx

)
+

∫
(y′=0)

[−1; 1]
(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx .

(9)
В частности, если mes (y′ = 0) = 0, то оценка (9) принимает вид точного равенства:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫
a

sign(y′) ·

(
∂f

∂y
h+

∂f

∂z
h′

)
dx.

Пример 2. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, |y′|)dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3)).

После преобразований оценка (7) приводится к оценке:

∂KΦ(y)h ⊂
b∫
a

∂f

∂y
(x, y, |y′|)hdx+

∫
(y′ ̸=0)

sign(y′) · ∂f
∂z

(x, y, |y′|)h′dx+

+

− ∫
(y′=0)

∂f

∂z
(x, y, 0)h′dx; +

∫
(y′=0)

∂f

∂z
(x, y, 0)h′dx

 . (10)

В частности, еслиmes (y′ = 0) = 0, то оценка (10) принимает вид точного равенства:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫
a

[
∂f

∂y
(x, y, |y′|)h+ sign(y′) ·

∂f

∂z
(x, y, |y′|)h′

]
dx. (11)
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Пример 3. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, |y|, y′)dx.

Здесь, после аналогичных преобразований, приходим к оценке:

∂KΦ(y)h ⊂
b∫
a

([
∂f

∂z
(x, |y|, y′)h′dx+

∫
(y ̸=0)

sign y ·
∂f

∂y
(x, |y|, y′)hdx+

+

[
−
∫

(y=0)

∂f

∂y
(x, 0, y′)hdx; +

∫
(y=0)

∂f

∂y
(x, 0, y′)hdx

]
. (12)

В частности, если mes(y = 0) = 0, то оценка (12) превращается в точное равенство:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫
a

[
sign y ·

∂f

∂y
(x, |y|, y′)h+

∂f

∂z
(x, |y|, y′)h′

]
dx.

Заметим, что в рассмотренных примерах, как частный случай, мы находим и
обычную вариацию, которая не поддается вычислению классическими методами.

Основная вариационная лемма принимает следующий вид.

Теорема 6. Пусть φ1, φ2 ∈ L2[a; b]. Если

0 ∈

 b∫
a

φ1(x)h(x)dx;

b∫
a

φ2(x)h(x)dx

 (∀h ∈ C[a; b]) ,

то 0 ∈ [φ1;φ2] ⊂ L2[a; b].

Используя основную лемму и оценкуK–субдифференциала вариационного функ-
ционала получаем аналог уравнения Эйлера–Лагранжа.

Теорема 7. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C1
sub(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (13)

Тогда условие 0 ∈ ∂KΦ(y) равносильно выполнению "включения Эйлера–Лагран-
жа":

0 ∈
[
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
;
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)]
(14)

почти всюду на [a; b]. В частности, если Φ достигает локального экстремума в
точке y, то включение (14) для y выполнено почти всюду на [a; b].
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Решение включения (14) назовём субэкстремалью функционала (13). Исследуем,
в качестве существенного частного случая, случай модулированного интегранта из
примера 1.

Теорема 8. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

|f(x, y, y′)|dx (f ∈ C1(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (15)

Для функционала (15) включение Эйлера–Лагранжа принимает вид альтернати-
вы:  либо

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0 (при f(x, y, y′) ̸= 0);

либо f(x, y, y′) = 0 (без дополнительных условий).
(16)

В частности, если mes(f(x, y, y′) = 0), мы приходим к обычному уравнению
Эйлера–Лагранжа для f (почти всюду).

Рассмотрим конкретный пример "модулированного" гармонического осциллято-
ра.

Пример 4. Пусть

Φ(y) =

π/2∫
0

|y′2 − y2|dx. (17)

Здесь f(y, z) = z2 − y2, L(f)(y) = −2y − 2y′′. При этом f(y, y′) = y′2 − y2 = 0 ⇐⇒
y′ = ±y,

поэтому условие (16) примет вид:[
либо y′′ + y = 0, при y′ ̸= ±y
либо y′ = ±y, при y′ = ±y

. (18)

Решая уравнения в (18), приходим к условиям[
либо y = C1 cosx+ C2 sinx,

либо y =M · e±x
. (19)

Рассмотрим функцию

y0(x) =


y = sinx, при 0 ≤ x ≤ π/4;

y =

√
2

2
e−π/4 · ex, при π/4 ≤ x ≤ π/2

.
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Непосредственно проверяется, что функция y0(x) удовлетворяет паре условий (19).
Таким образом y0(x) — субэкстремаль, при этом:

y0(π/4− 0) = sinπ/4 =

√
2

2
= y0(π/4 + 0),

y′0(π/4− 0) = cosπ/4 =

√
2

2
= y′0(π/4 + 0),

откуда следует, что y0 ∈ C1[0;π/2].

При этом прямая проверка достаточных условий Лежандра – Якоби показывает,
что на экстремали y1(x) = sinx вариационный функционал

Φ1(y) =

π/4∫
0

(y′2 − y2)dx

достигает строгого локального минимума. Тогда из неравенства

Φ̂1(y) =

π/4∫
0

|y′2 − y2|dx ≥ Φ1(y) ≥ Φ1(y1)

следует, что вариационный функционал Φ̂1(y) тем более достигает на экстремали
y1(x) строгого локального минимума. Далее, поскольку вариационный функционал

Φ2(y) =

π/2∫
π/4

|y′2 − y2|dx

неотрицателен и на экстремали y2(x) =

√
2

2
e−π/4 · ex обращается в нуль, то Φ2

достигает строгого локального минимума на экстремали y2(x). Наконец, поскольку

Φ(y) = Φ̂1

(
y

∣∣∣∣
[0;π/4]

)
+Φ2

(
y

∣∣∣∣
[π/4;π/2]

)
,

то вариационный функционал Φ(y) достигает строгого локального минимума на
субэкстремали

y0(x) =

{
y1(x), 0 ≤ x ≤ π/4 ;

y2(x), π/4 ≤ x ≤ π/2 .

Таким образом, на данной субэкстремали y0(x) достигается строгий локальный ми-
нимум вариационного функционала (17).

В заключении рассмотрим вариационную задачу с модулем под знаком интегран-
та (см. пример 2).
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Теорема 9. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, |y′|)dx (f ∈ C1(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (20)

Для функционала (20) включение Эйлера–Лагранжа принимает вид следующей
альтернативы:

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0 (при y′ > 0);

∂f

∂y
(x, y,−y′) +

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y,−y′)

)
= 0 (при y′ < 0);

0 ∈
∂f

∂y
(x, y, 0) +

[
−
d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, 0)

)
; +

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, 0)

)]
(при y′ = 0).

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, мы приходим к уравнению

∂f

∂y
(x, y, |y′|)− (sign y′) ·

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, |y′|)

)
= 0 (п. в) (21)

3. Компактные субдифференциалы второго порядка.

Приведем вначале определение K–субдифференциала 2-го порядка, следуя стан-
дартной индуктивной схеме. Всюду далее E, F — нормированные конусы, U(x) —
окрестность x ∈ E, f : E ⊃ U(x) → F.

Определение 11. Пусть отображение f (сильно) K–субдифференцируемо на мно-
жестве U(x). Если отображение

∂Kf : E ⊃ U(x) → LK(E;F )

K–субдифференцируемо в точке x, то будем говорить, что f дважды K–субдиф-
ференцируемо в точке x, и введем K–субдифференциал второго порядка от f стан-
дартным индуктивным образом:

∂2Kf(x) := ∂K(∂Kf)(x).

В случае нормированных пространств E и F , повторная K–субдифферен-
цируемость f влечет обычную однократную дифференцируемость f в точке x.

Теорема 10. Пусть E, F — нормированные пространства. Если отображение
f : E ⊃ U(x) → F дважды K-субдифференцируемо в точке x, то f диф-
ференцируемо в обычным смысле в этой точке. В частности, если f дважды
K–субдифференцируемо в окрестности U(x), то

∂2Kf(x) = ∂K(f
′)(x).
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На K–субдифференциалы 2–го порядка обобщается классическая теорема Юнга
о симметричности второго сильного дифференциала. Вначале введем вспомога-
тельное понятие.

Определение 12. Для фиксированных h, k ∈ E предположим, что существует
следующий K–предел :

∂̂2Kf(x)(h, k) =

K− lim
δ→+0

co
{
z ∈ F

∣∣∣f(x+th+sk)+f(x) = f(x+th)+f(x+sk)+(st)z
∣∣∣0 < t, s < δ

}
, (22)

который назовем бисимметрическим вторым K–субдифференциалом f в точке x
по паре направлений (h, k).

Важный результат этого раздела: в случае банаховых пространств E и F , второй
K–субдифференциал ∂2Kf(x), если он существует, совпадает со вторым бисимметри-
ческимK–субдифференциалом ∂̂2Kf(x) и, как следствие, является симметрическим
бисублинейным оператором.

Теорема 11. Пусть E и F — банаховы пространства, f : E ⊃ U(x) → F . Если
отображение f дважды K–субдифференцируемо в точке x, то f также бисим-
метрически K–субдифференцируемо в точке x, причем

∂2Kf(x)(h, k) = ∂̂2Kf(x)(h, k).

В частности,
∂2Kf(x)(h, k) = ∂2Kf(x)(k, h) (∀h, k ∈ E).

Примененный нами подход позволяет использовать индукцию для определения
K–субдифференциала n–го порядка. Далее, как и в предыдущем пункте, E и F —
нормированные конусы, U(x) — окрестность точки x ∈ E, f : E ⊃ U(x) → F.

Определение 13. Пусть отображение f K–субдифференцируемо (n−1) раз в U(x).
Если отображение:

∂n−1
K f : E ⊃ U(x) −→ LK(E, ..., E︸ ︷︷ ︸

n−1

;F ) =: Ln−1
K (E;F )

K–субдифференцируемо в точке x, то мы будем говорить, что f n раз K–субдиффе-
ренцируемо в точке x и введем K–субдифференциал n–го порядка от f стандартным
индуктивным образом:

∂nKf(x) := ∂K(∂
n−1
K f)(x).

В случае нормированных пространств E и F , n–кратная K–субдиф-
ференцируемость f в точке x влечет обычную (n − 1)–кратную дифференцируе-
мость f в этой точке.
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Теорема 12. Пусть E, F — нормированные пространства. Если отображение
f : E ⊃ U(x) → F n раз K–субдифференцируемо в точке x, то f дифференци-
руемо (n − 1) раз в обычном смысле в этой точке. В частности, если f n раз
K–субдифференцируемо в U(x), то

∂nKf(x) = ∂K

(
f (n−1)

)
(x). (23)

Теорема 13. Пусть E, F — нормированные конусы, отображение
f : E ⊃ U(x) → F (n − 1) раз K–субдифференцируемо в точке x и n раз K–субди-
фференцируемо в проколотой окрестности U̇(x). Если отображение ∂nKf : E ⊃
⊃ U̇(x) → LnK(E;F ) субнепрерывно в точке x (∂nKf ∈ Csub(x)), т. е. при некотором
Dn
f,x ∈ LnK(E;F ) верно:

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ∥h∥ < δ) ⇒ (∂nKf(x+ h) ≼ Dn
f,x + Y, где ∥Y ∥ < ε),

то f K–субдифференцируемо n раз в точке x, причем ∂nKf(x) ≼ Dn
f,x.

Определение 14. Будем говорить, что f : E ⊃ U(x) → F — субгладкое отображе-
ние n–го порядка (или Cn–субгладкое отображение) в точке x, и писать f ∈ Cnsub(x),

если ∂nKf ∈ Csub(x). В случае n = 0 мы отождествляем классы C0
sub(x) и Csub(x).

Перенесем на случай высших порядков достаточное условие n–кратной
K–субдифференцируемости в терминах частных K–субдифференциалов.

Теорема 14. Пусть E1, ..., En, F — нормированные конусы,
f : E1 × ...× Em ⊃ U(x) → F. Тогда

(f ∈ Cnsub(x)) ⇐⇒
((

∂nf

∂xi1 ...∂xin

)
K

∈ Csub(x), (∀ 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ in ≤ m)

)
=⇒

=⇒
(
∃ ∂nKf(x)

)
.

Рассмотрим формулу Тейлора в форме Пеано лишь в случае отображений в нор-
мированных пространствах. В этом случае только последнее слагаемое в много-
члене Тейлора будет многозначным, что существенно упрощает применения.

Теорема 15. Пусть E, F — нормированные пространства, f : E ⊃ U(x) → F.

Если f K–субдифференцируемо n раз в точке x, то:[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
−

1

n!
∂nKf(x) · (h)n = o(∥h∥n). (24)

Если при этом f K–субдифференцируемо n раз в окрестности x, то равенство
(24) принимает вид:[

f(x+ h)−
n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
−

1

n!
∂K

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)h = o(∥h∥n).
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Следствие 1. В условиях теоремы 15 справедлива оценка:[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
∈
[
1

n!
∂nKf(x)(h)

n + o(∥h∥n)
]
. (25)

Если при этом f K–субдифференцируемо n раз в окрестности x, то оценка (25)
принимает вид:[

f(x+ h)−
n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
∈ 1

n!
∂K

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)h+ o(∥h∥n).

Перейдем к условиям экстремума в терминах K–субдифференциалов. Начнем с
K–аналога леммы Ферма в традиционной для выпуклого анализа форме.

Теорема 16. Пусть E — нормированное пространство,
f : E ⊃ U(x) → R. Если функционал f достигает локального экстремума в точке
x и K–субдифференцируем в этой точке, то ∀h ∈ E :

(0 ∈ ∂sKf(x)h) ⇐⇒
(
∂f

∂h
(x) ≤ 0 ≤

∂f

∂h
(x)

)
.1 (26)

В частности, в случае f : Rm −→ R условие (26) принимает вид конечной системы
двойных неравенств: {

∂f

∂xi
(x) ≤ 0 ≤

∂f

∂xi
(x)

}
i=1,m

. (27)

Наконец, в случае f : R −→ R система (27) сводится к неравенству:

df

dx
(x) ≤ 0 ≤

df

dx
(x).

Рассмотрим теперь условия 2–го порядка, предварительно введя необходимый
аппарат теории квадратичных K–форм.

Определение 15. Пусть E — выпуклый конус. ОтображениеB : E −→ RK назовем
квадратичной K–формой, если:

B(λh) = λ2 ·B(h) (∀h ∈ E, ∀λ ≥ 0).

K–форма B неотрицательна (B ≥ 0), если

maxB(h) ≥ 0 (∀ h ∈ E).

K–форма B положительна (B > 0), если

minB(h) > 0 (∀ h ∈ E \ {0}).

1Здесь ∂sKf(x)h = [min(∂f(x, h),−∂f(x,−h));max(∂f(x, h),−∂f(x,−h))] – так называе-
мый симметризованный K–субдифференциал функционала f (см. [2])
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В случае, когда E — нормированный конус, скажем, чтоK–форма B положительно
определена (B ≫ 0), если для некоторой положительной константы γ2 :

minB(h) ≥ γ2∥h∥2 (∀ h ∈ E).

Условия B ≤ 0, B < 0 и B ≪ 0 вводятся, как обычно, с помощью перехода к
K–форме (−B).

Теорема 17. Пусть E — нормированное пространство. Если функционал
f : E ⊃ U(x) → R дважды K–субдифференцируем в окрестности точки x, то
∀h ∈ E, ∥h∥ = 1, выполнено равенство:

(∂2K)f(x)(h)2 =

[
∂

∂h
(f ′(·)h);

∂

∂h
(f ′(·)h)

]
=:

[
∂2f

∂h2
(x);

∂2f

∂h2
(x)

]
.

Приведем необходимое условие второго порядка для минимума.

Теорема 18. Пусть E — нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) −→ R. Если
функционал f достигает локального минимума в точке x и дважды
K–субдифференцируем в окрестности этой точки, то ∀h ∈ E, ∥h∥ = 1, выполнено
неравенство: (

(∂2K)sf(x)(h)2 ≥ 0
)
⇐⇒

(
∂2f

∂h2
(x)(h)2 ≥ 0

)
. (28)

В частности, в случае f : Rm −→ R неравенство (28) принимает вид условия
неотрицательности максимума m–мерного отрезка, соединяющего "нижнюю" и
"верхнюю" матрицы Гессе для f :

max

[
J2f(x)(h)2 =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
(h)2; J

2
f(x)(h)2 =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
(x)(h)2

]
≥ 0. (29)

Обозначая J2
1f(x), ..., J

2
2mf(x) — вершины матричного отрезка, условие (29) мож-

но переписать в более простой форме:

max
1≤k≤2m

(
J2
kf(x)(h)

2

)
≥ 0 (∀h ∈ Rm). (30)

Наконец, в случае f : R −→ R матричное неравенство (30) превращается в ска-
лярное неравенство:

d2f

dx2
(x) ≥ 0.

Выпишем теперь достаточного условие локального минимума в терминах вто-
рого K–субдифференциала. Заметим, что вывод условия (32) в нем опирается на
конечномерную форму теоремы Крейна–Мильмана.
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Теорема 19. Пусть E — нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) −→ R,
функционал f дважды K–субдифференцируем в точке x, причем f ′(x) = 0. Если
выполнено условие:

∂2Kf(x) ≫ 0, (31)

то f достигает строгого локального минимума в точке x.
В частности, в случае f : Rm −→ R неравенство (31) принимает вид усло-

вия положительной определенности набора "крайних" точек m-мерного отрезка
[J2f(x); J

2
f(x)] :

J2
1f(x) ≫ 0; J2

2f(x) ≫ 0; ...; J2
2mf(x) ≫ 0. (32)

Наконец, в случае f : R −→ R система матричных неравенств (32) сводится к
одному скалярному неравенству:

d2f

dx2
(x) > 0.

Доказательство. По K–лемме Ферма 0 ∈ ∂K
sf(x), при этом если существует

∂2Kf(x), то существует f ′ в окрестности точки x, т.е. приходим к условию f ′(x) = 0.
По обобщенной формуле Тейлора второго порядка для любого достаточно малого

h получаем: f(x+h)−f(x)−f ′(x)h− 1
2∂

2f(x)(h)2 = o(∥h∥2), откуда при достаточно
малых ∥h∥ верно:

0 ≤ f(x+ h)− f(x) ∈ 1

2
∂2f(x)(h)2 + o(∥h∥2). (33)

Выберем ε настолько малым, чтобы при ∥h∥ < ε величина o(∥h∥2) в равенстве (33)

удовлетворяла условию ∥o(∥h∥2)∥ <
γ2

2
∥h∥2. Тогда при ∥h∥ < ε :

(
inf

1

2
∂2Kf(x)(th)

2 + o(∥th∥)2
)
>
γ2

2
∥h∥2 > 0. (34)

Из формулы Тейлора, как уже отмечалось, вытекает включение

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h ∈ 1

2
∂2Kf(x)(h)

2 + o(∥h∥2).

Отсюда, в силу (34), получаем

f(x+ h)− f(x) ≥ γ2∥h∥2 > 0

при достаточно малом ∥h∥ > 0, т.е. f достигает строгого локального минимума
в точке x. �
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4. Второй K–субдифференциал основного вариационного
функционала.

Обобщим классическую форму второй вариации на случай субгладких интегран-
тов класса C2

sub(R3). При этом, как и в случае ∂KΦ, точное равенство переходит в
оценку ∂2KΦ.

Теорема 20. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R3), y ∈ C1[a; b]). (35)

Функционал (35) дважды K–субдифференцируем всюду в C1[a; b], причём справед-
лива оценка:

∂2KΦ(y)(h)
2 ⊂

[ b∫
a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx;

b∫
a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx

]
+

+

[ b∫
a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx;

b∫
a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx

]
. (36)

Здесь, как и при оценке ∂KΦ, мы также выделим случай интегранта, образован-
ного внешней композицией субгладкой функции (теперь уже класса C2

sub) с гладкой.

Теорема 21. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

φ
[
f(x, y, y′)

]
dx (φ ∈ C2

sub(R), f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b]).

Тогда Φ дважды K–субдифференцируем всюду в C1[a; b], причём справедлива оценка
(в краткой записи):

∂2KΦ(y)(h)
2 ⊂

b∫
a

φ′(f) ·
(
∂

∂y
h+

∂

∂z
h′
)2

· fdx+

+

 b∫
a

φ′′(f) ·
(
(fy)

2h2 + fyzhh
′) dx; b∫

a

φ′′(f) ·
(
(fy)

2h2 + fyzhh
′) dx

+
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+

 b∫
a

φ′′(f) ·
(
fyzhh

′ + (fz)
2h′2

)
dx;

b∫
a

φ′′(f) ·
(
fyzhh

′ + (fz)
2h′2

)
dx

 . (37)

Доказательство. Непосредственные вычисления дают:

φ(f)y2 = φ′′ · (fy)2 + φ′(f) · fy2 ; φ(f)y2 = φ′′(f) · (fy)2 + φ′(f) · fy2 ;

φ(f)z2 = φ′′ · (fz)2 + φ′(f) · fz2 ; φ(f)z2 = φ′′(f) · (fz)2 + φ′(f) · fz2 ;

φ(f)yz = φ′′ · fy · fz + φ′(f) · fyz; φ(f)yz = φ′′(f) · fy · fz + φ′(f) · fyz.

Подстановка этих величин в (36) приводит, после преобразований, к оценке (37). �

Рассмотрим, в качестве конкретного примера, класс интегрантов вида f(x, y, y′) ·
|f(x, y, y′)|.

Теорема 22. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′) · |f(x, y, y′)|dx (f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b]).

Тогда справедлива оценка (в краткой записи):

∂2KΦ(y)(h)
2 ⊂

b∫
a

|f | ·
(
∂

∂y
h+

∂

∂y
h′
)2

· fdx+ 2

∫
(f ̸=0)

signf ·
(
fy · h+ fz · h′

)2 · dx+

+

−2

∫
(f=0)

(
fy2h

2 + fyzhh
′) dx; +2

∫
(f=0)

(
fy2h

2 + fyzhh
′) dx

+

+

−2

∫
(f=0)

(
fyzhh

′ + fz2h
′2) dx; +2

∫
(f=0)

(
fyzhh

′ + fz2h
′2) dx

 . (38)

В частности, если mes(f(x, y, y′) = 0) = 0, то оценка (38) переходит в точное
равенство:

∂2KΦ(y)(h)
2 = Φ′′(y)(h)2 =

b∫
a

|f | ·
(
∂

∂y
h+

∂

∂z
h′
)2

· fdx+

+2

b∫
a

sign f ·
(
∂f

∂y
h+

∂f

∂z
h′
)2

· fdx.

В заключение приведём простейший пример.
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Пример 5. Пусть

Φ(y) =

b∫
a

y′ · |y′|dx.

Здесь применение оценки (38) приводит к точному равенству:

∂2KΦ(y)(h)
2 = Φ′′(y)(h)2 = 2

∫
(y′ ̸=0)

(sign y′)h′2dx = 2

∫
(y′>0)

h′2dx− 2

∫
(y′<0)

h′2dx.

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, получаем:

∂2KΦ(y)(h)2 = ΦK(y)(h)
2 = 2

b∫
a

(sign y′) · h′2dx.

Обобщим классическое необходимое условие Лежандра для минимума основного
вариационного функционала на класс интегрантов второго порядка субгладкости.
Как и в классическом случае, базовым является соответствующее условие неотри-
цательности квадратичного функционала.

Теорема 23. Рассмотрим квадратичный функционал

Φ̃(h) =

b∫
a

[
P (x)h′2 +Q(x)h2

]
dx (h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

Если коэффициенты P (x) и Q(x) ограничены, P (x) полунепрерывен сверху всюду
на [a; b], и Φ̃(h) ≥ 0 при всех допустимых h, то

P (x) ≥ 0 всюду на [a;b].

Доказательство. Допустим противное: (x0) < 0 в некоторой точке x0 ∈ [a; b]. Тогда,
в силу полунепрерывности сверху в точке x0, P (x) < 0 в некоторой δ–окрестности
x0. Положим, следуя классической схеме:

h(x) =



√
δ

(
1 +

x− x0

δ

)
при x0 − δ ≤ x ≤ x0;

√
δ

(
1−

x− x0

δ

)
при x0 ≤ x ≤ x0 + δ;

0 приостальных x ∈ [a; b].

.

Стандартная выкладка приводит к равенству

Φ̃(h) =

x0+δ∫
x0−δ

Q(x)h2dx+

x0+δ∫
x0−δ

P (x)h′2dx =: Φ̃Q(h) + Φ̃P (h). (39)
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Оценим оба слагаемых в (39).
а) В силу ограниченности Q,

|Φ̃Q(h)| ≤MQ ·
x0+δ∫
x0−δ

h2dx = 2MQ · δ. (40)

б) В силу теоремы Вейерштрасса для полунепрерывных сверху функций,
P (x) ≤ −mP < 0 при x ∈ [x0 − δ; x0 + δ]. Отсюда

Φ̃P (h) ≤ −mP ·
x0+δ∫
x0−δ

h2dx = −mP ·
1

δ
· 2δ = −

mP

2
. (41)

Из (40) — (41) получаем:

Φ̃(h) ≤ −
mP

2
+ 2MQ · δ2 < 0

при достаточно малых δ > 0, что противоречит условию. �

Из теоремы 23, общей оценки ∂2K(Φ) (теорема 20) и общего необходимого условия
минимума в терминах второго K–субдифференциала (теорема 18) нетрудно полу-
чить необходимое условие второго порядка для минимума вариационного функци-
онала с интегрантом из класса C2

sub(R3).

Теорема 24. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (42)

Если функционал (42) достигает локального минимума в точке y ∈ C1[a; b], то

∂2f

∂z2
(x, y, y′) ≥ 0 всюду на [a;b]. (43)

Доказательство. Применим по формуле (36) оценки ∂2KΦ(y)(h)
2 интегрирование

по частям к слагаемым под интегралами, содержащим множитель hh′, и преобра-
зуем полученную сумму отрезков как выпуклую оболочку крайних точек:

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂
[ b∫
a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2dx;

b∫
a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2dx

]
+
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+

[ b∫
a

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 −

d

dx

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
h2

)
dx;

b∫
a

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 −

d

dx

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
h2

)
dx

]
=

= co

{ b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

−
d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)′h2+

+

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

−
d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2+

+

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx

}
=:

=: co {I1(h), I2(h), I3(h), I4(h)} . (44)

Далее, по необходимому условию второго порядка для минимума (теорема 18),

max ∂2KΦ(y)(h)
2 ≥ 0 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

Из оценки (44) и последнего условия получаем:

max {I1(h), I2(h), I3(h), I4(h)} ≥ 0. (45)

Обозначим теперь:

P (x) = max

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′),

∂2f

∂z2
(x, y, y′)

)
=
∂2f

∂z2
(x, y, y′);

Q(x) = max

[(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,(

∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,
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∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))]
.

Положим I(h) =
b∫
a
(P (x)h′2+Q(x)h2)dx. Тогда из неравенств Ik(h) ≤ I(h) k = 1, 4 и

неравенства (45) следует I(h) ≥ 0 при любом h ∈ C1[a; b] h(a) = h(b) = 0. Применяя
теперь к I(h) теорему 23, получим:

P (x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) ≥ 0 (a ≤ x ≤ b).

�

Приведём конкретный пример с ещё одним вариантом модуляции гармонического
осциллятора.

Пример 6. Пусть

Φ(y) =

π/2∫
0

(y′ · |y′| − y2)dx (y ∈ C1[0;
π

2
], y(0) = 0, y(

π

2
) = 1).

Ограничимся рассмотрением функций y ∈ C1[0;T ], для которых множество стацио-
нарных точек имеет нулевую меру: mes(y′ = 0) = 0. Для таких функций уравнение
Эйлера–Лагранжа принимает вид:

y′′ + y = 0 при y′ > 0

(почти всюду на [0;T ]) ;

y′′ − y = 0 при y′ < 0.

(46)

Далее,

∂2f

∂z2
(x, y, y′) =

{
2, y′ ≥ 0

−2, y′ < 0.

Таким образом, ни одна немонотонная функция не удовлетворяет ни условию (43),
ни сопряженному неравенству для максимума:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) ≤ 0 почти всюду на [a;b].

Среди монотонных функций (при данных граничных условиях) уравнению (46)
удовлетворяют функции y = sinx и y = sh x/sh π

2 .
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Обобщим классические условия Лежандра–Якоби на случай квадратичных
функционалов с ограниченными и полунепрерывными снизу коэффициентами P (x)
и Q(x). Заметим, что понятие сопряжённой точки переносится на этот случай без
изменений.

Теорема 25. Рассмотрим квадратичный функционал

Φ̃(h) =

b∫
a

(
P (x)h′2 +Q(x)h2

)
dx (h ∈ C1[a; b]), (47)

коэффициенты которого P (x) и Q(x) ограничены и полунепрерывны снизу на [a; b].
Если для функционала (47) выполнены условия (i) P (x) > 0 при a ≤ x ≤ b;

(ii) отрезок (a; b] не содержит точек, сопряженных с a; то он положительно
определён в C1[a; b].

Доказательство. Следуя стандартной схеме доказательства для гладкого случая,
добавим к выражению, стоящему под знаком интеграла в (47) величину вида
d(wh2); при этом значение интеграла не изменится. Если w(x) удовлетворяет урав-
нению

P (Q+ w′) = w2, (48)

то функционал (47) приводится к виду:

Φ̃(h) =

b∫
a

P (h′ +
w

P
h)2dx.

Стандартным образом проверяется, что Φ̃(h) > 0 при h ̸= 0, с учетом того, что
из полунепрерывности P снизу на [a; b] следует P (x) ≥ γ2 > 0 и ограниченность
(1/P (x)). Отсюда в силу квадратичности функционала Φ̃, следует его положитель-
ная определенность.

Остается показать, что уравнение Риккати (48) имеет решение. Стандартными
преобразованиями оно приводится к уравнению

−
d

dx
(Pu′) +Qu = 0,

т. е. к уравнению Якоби для функционала (47). По условию, это уравнение имеет
решение u(x), которое не обращается в нуль при a < x ≤ b. Тогда существует и
решение уравнения (48), определенное равенством w = −Pu′u−1. Итак, функционал
(47) положительно определен на C1[a; b].

�

Теперь перейдём к центральному результату.
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Теорема 26. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (49)

Предположим, что y — субэкстремаль функционала (49), т. е. почти всюду удо-
влетворяет уравнению Эйлера–Лагранжа. Пусть вдоль субэкстремали y выполне-
ны следующие условия:

(i)
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 при a ≤ x ≤ b ("нижнее" усиленное условие Лежандра);

(ii) для каждого из четырёх уравнений Якоби, соответствующих вершинам дву-
мерного матричного отрезка [J2f(x); J

2
f(x)]:

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

(50)
d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

(51)
d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

(52)
d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

(53)
(h(a) = 0, h′(a) = 1) (54)

выполнены условия Якоби отсутствия сопряжённых точек.
Тогда функционал (49) достигает строгого локального минимума в точке y.

Доказательство. Воспользуемся оценкой для ∂2KΦ(y)(h)
2, полученной в доказа-

тельстве теоремы 24:

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂ co

{ b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2+

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2
]
dx;

b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2
]
dx;
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b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2
]
dx;

b∫
a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2
]
dx

}
=:

=: co
{
J1(h), J2(h), J3(h), J4(h)

}
. (55)

Проведем оценку каждого из интегралов Jk(h), k = 1, 4, пользуясь результатом
теоремы 25.
а) Положим

P1(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′); Q1(x) =

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)−

d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
.

Тогда уравнение Якоби для квадратичного функционала

J1(h) =

b∫
a

[P1(x)h
′2 +Q1(x)h

2]dx

примет вид (50). Таким образом, если выполнено условие Якоби для уравнения (50)
и усиленное условие Лежандра

P1(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a ≤ x ≤ b),

то квадратичный функционал J1(h) положительно определен:

J1(h) ≥ γ21 · ∥h∥2 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

b) Аналогичным образом, обозначая через Pk(x) и Qk(x), соответственно, коэффи-
циенты при h′2 и h2 для функционалов

Jk(h) =

b∫
a

[Pk(x)h
′2 +Qk(x)h

2]dx (k = 2, 3, 4),

мы приходим к условию Якоби для уравнений (51)–(53) и усиленным условиям
Лежандра вида:

P2(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0;

P3(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0; P4(x) =

∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a ≤ x ≤ b).

Отсюда вытекает положительная определенность квадратичных функционалов
Jk(h), k = 2, 3, 4 :

J2(h) ≥ γ22 ·∥h∥2; J3(h) ≥ γ23 ·∥h∥2; J4(h) ≥ γ24 ·∥h∥2 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).
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Таким образом, обозначая γ2 = min{γ21 , γ22 , γ23 , γ24} > 0, приходим к следующему
итогу.

При выполнении Якоби для каждого из уравнений (50)–(53) и усиленного условия
Лежандра в форме

∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a ≤ x ≤ b),

выполнены неравенства
Jk(h) ≥ γ2 · ∥h∥2.

Но тогда из оценки (55) вытекает неравенство ∂2KΦ(y)(h)
2 ≥ γ2 · ∥h∥2, т.е. ∂2KΦ(y)

также положительно определен. Следовательно, в силу общей теоремы 19, Φ дости-
гает строгого локального минимума в точке y. �

Замечание 7. При переходе к достаточным условиям максимума в теореме 1, усло-
вие (i) заменяется на условие:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) < 0 при a ≤ x ≤ b.

Условие (ii) остаётся без изменения.

В заключении рассмотрим пример применения теоремы 1 к ещё одному варианту
"модулирования" гармонического осциллятора.

Пример 7. Пусть

Φ(y) =

π/2∫
−π/2

(py′2 − qy|y|)dx, (56)

(
y ∈ C1

[
−π
2
;
π

2

]
, y
(π
2

)
= sin

√q

p
·
π

2

 , y
(
−π
2

)
= −sh

√q

p
·
π

2

 , p > 0, q > 0
)
.

Здесь уравнение Эйлера–Лагранжа принимает вид:[
py′′ + qy = 0 (y ≥ 0);

py′′ − qy = 0 (y ≤ 0).

Таким образом, функция y = sin

√q

p
x

 (0 ≤ x ≤ π
2 ), y = −sh

√q

p
x


(−π

2 ≤ x ≤ 0), является субэкстремалью функционала (56); при этом y ∈ C2[−π
2 ;

π
2 ].
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"Нижнее" условие Лежандра для субэкстремали y выполнено:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) =

∂2f

∂z2
(x, y, y′) = 2p > 0.

"Нижнее" уравнение Якоби (50) принимает вид:
ph′′ + qh = 0 (y′ ≥ 0);(
h(−π

2
) = 0, h′(−π

2
) = 1

)
ph′′ − qh = 0 (y′ ≤ 0).

Отсюда

h(x) =


sin

√q

p
x

 · ch π
2 + cos

√q

p
x

 · sh π
2 (0 ≤ x ≤ π

2 );

sh

√q

p
x

+ π
2

 (−π
2 ≤ x ≤ 0),

и условие Якоби для уравнения (50), как легко видеть, выполнено. Условие Якоби

для уравнений (50)–(54) проверяется аналогично.
Таким образом, вариационный функционал (56) достигает на субэкстремали

y =


sin

√q

p
x

 , (0 ≤ x ≤ π
2 );

−sh

√q

p
x

 , (−π
2 ≤ x ≤ 0);

строгого локального минимума.

Автор выражает признательность профессору И. В. Орлову за постановку задачи
и полезные обсуждения.
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Екстремальнi варiацiйнi задачi iз субгладким iнтегрантом
У роботi розглянутi додатки теорiї компактних субдiференцiалiв до

варiацiйних задач iз субгладкiм iнтегрантом. Отримано аналоги класич-
них умов Лежандра i Лежандра – Якобi. Розглянутi приклади.

Ключовi слова: субгладкий iнтегрант, компактний субдiференцiал, включення
Ейлера – Лагранжа, узагальненi умови Лежандра – Якобi

Extreme variational problems with subsmooth integrand
Subdifferentials as a tool of nonsmooth analysis, have been recognized for

a long time in mathematics. Beginning with the classical subdifferential of a
convex functional there appeared and there continue to appear new definitions
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of subdifferentials designed for application to different classes of extremal and
other nonsmooth problems.

Based on the definition of a compact subdifferential (or K–subdifferential)
for maps of the real scalar argument introduced in the works of Orlov I.V.
and Stonyakin F.S. to investigate the problems of integration of the vector
integration, K–subdifferential is a compact convex set and when the set is
reduced to a point, it reduces to the usual differential. K–subdifferential enable to
obtain the significant results in the theory of the Bochner integral. Theory of the
first order K–subdifferentials was built in the works by Orlov I. V., Stonyakin
F. S., Khalilova Z. I. and includes applications to extreme variational problems
with nonsmooth integrand.

The present work is devoted to a detailed consideration of the application
of K–subdifferential calculus to research of extreme variational problems with
nonsmooth integrand. The nonsmooth analogues of the main variational lemma,
Euler-Lagrange equation, simple and strengthened Legendre condition and the
Legendre-Jacobi conditions for basic variational functional are obtained. The
work consists of four sections.

The first section provides a brief overview of the theory of the first order
K–subdifferentials and contains the basic concepts of the theory of normed
cones. The second section provides a brief overview of the application of
compact subdifferentials to variational functionals with nonsmooth integrand.
Some examples are considered. The third section contains the theory of second-
order compact subdifferentials, the basic definitions and theorems are given.

Finally, the fourth section is devoted to the application of theory of second-
order K–subdifferentials. An estimation of the second K–subdifferential of basic
variational functional is obtained. Analogues of classical conditions Legendre
and Legendre – Jacobi are obtained. A corresponding result is considered.

Theorem 1. Let’s consider the variational functional

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (*)

Let’s assume that y is subextremal of the functional (*), i.e. y almost everywhere
satisfies the Euler – Lagrange equation. Suppose that the following conditions satisfy
along the subextremal y:

(i)
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 at a ≤ x ≤ b ("the lower" strengthened Legendre condition);
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(ii) for each of the four Jacobi equations corresponding to the vertices of the two-
dimensional matrix segment [J2f(x); J

2
f(x)]:

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−
[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0;

(h(a) = 0, h′(a) = 1)

take place Jacobi condition of the absence of adjoint points.
Then the functional (*) attains a strict local minimum at the point y.

Keywords: subsmooth integrand, compact subdifferential, the Euler – Lagrange
inclusion, the generalized Legendre – Jacobi conditions.


