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В работе приведена аналитическая оценка части двойного гибридного
ВКБ-Галеркин решения нелинейного дифференциального уравнения вто-
рого порядка, которое описывает математическую модель процесса теп-
лопереноса.
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Введение

Развитие науки и техники приводит к необходимости постановки и решения но-
вых задач математической физики, что включает разработку и исследование новых
математических моделей механических систем ([1],[2]). К таким задачам относятся,
например, задача исследования распространения тепла телом конической формы,
задача теплоизлучения кольцевых ребер различных сечений (см. [3]) и ряд других
задач. Процесс излучения тепла кольцевым ребром является перспективной зада-
чей, так как ребро в сечении может иметь различные формы, а именно, трапецию,
прямоугольник и треугольник, и данные ребра используются в аэрокосмической
технике. В общем виде процесс теплоизлучения в ребре описывается дифференци-
альным уравнением второго порядка

ε2U ′′(r) + a(r, ε)U ′(r)− βb(r, ε)U4(r) = 0, (1)

U(d) = 1, U ′(f) = 0, (2)

где ε, β — малые параметры, a(r, ε), b(r, ε) — некоторые непрерывно дифференци-
руемые функции, причем a(r, ε) = O(ε2), b(r, ε) = O(ε2).
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Для получения замкнутого аналитического решения уравнения (1) используется
метод двойного гибридного асимптотического разложения (см. [4]). Впервые ги-
бридный ВКБ-Галеркин метод был предложен Грищаком В.З. (см. [5]). На первом
этапе применения данного подхода, представляя функцию U(r) в виде ряда по сте-
пеням параметра β:

U(r, β) = U0(r) + βU1(r) + β2U2(r) + . . . , (3)

получаем следующую систему линейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка:

ε2U ′′0 + a(r)U ′0 = 0, (4)

ε2U ′′1 + a(r)U ′1 = b(r)U4
0 . (5)

1. Построение аналитического решения линейного
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами

В работе [7] было рассмотрено дифференциальное уравнение (4) и доказана тео-
рема об ε–асимптотичности гибридного ВКБ–Галеркин решения этого уравнения.
В частности, получена следующая оценка:

|U0 − U0H | 6 ε ·M. (6)

Рассмотрим дифференциальное неоднородное уравнение второго порядка (5).
Построим гибридное ВКБ-Галеркин решение этого уравнения для случая, когда
функция a(r) дифференцируема на отрезке [d, f ] и не обращается в нуль на этом
отрезке. Пусть на концах отрезка выполняются условия

U1(d) = 0, U ′1(f) = 0. (7)

Для получения решения неоднородного уравнения (5) использовался метод ва-
риации произвольных постоянных (см. [6]), т.е. решение U1(r) уравнения (5) искали
в виде:

U1H (r) = k1(r)
G1(r)

e(r)
+ k2(r)

G2(r)

e(r)
, (8)

где неизвестные функции k1(r) и k2(r) находятся из системы уравненийk′1(r)
G1(r)
e(r) + k′2(r)

G2(r)
e(r) = 0,

k′1(r)
G1(r)
e(r)

(
δ01g

1
2 (r)− a(r)

2ε2

)
+ k′2(r)

G2(r)
e(r)

(
δ02g

1
2 (r)− a(r)

2ε2

)
= b(r)U4

0H
(r)/ε2.

(9)

Решение системы (9) имеет вид:

k1(r) = − 1

ε2(δ02 − δ01)

 r∫
d

e(x)b(x)U4
0H

(x)

g
1
2 (x)G1(x)

dx+ t1

 ,
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k2(r) =
1

ε2(δ02 − δ01)

 r∫
d

e(x)b(x)U4
0H

(x)

g
1
2 (x)G2(x)

dx+ t2

 .

Тогда решение уравнения (5) принимает вид:

U1H (r) = − G1(r)

ε2(δ02 − δ01)e(r)

 r∫
d

e(x)b(x)U4
0H

(x)

g
1
2 (x)G1(x)

dx+ t1

+

+
G2(r)

ε2(δ02 − δ01)e(r)

 r∫
d

e(x)b(x)U4
0H

(x)

g
1
2 (x)G2(x)

dx+ t2

 . (10)

Таким образом, с применением гибридного ВКБ-Галеркин подходом было полу-
чено аналитическое решение линейного дифференциального неоднородного урав-
нения с переменными коэффициентами, содержащими параметр при старшей про-
изводной.

2. Асимптотический характер гибридного ВКБ-Галеркин решения

Используя определение εr–асимптотического решения (см. [8], с. 291), докажем
асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения уравнения (5) отрезке [d, f ] с
краевыми условиями

U1(d) = Ud, U ′1(f) = Uf . (11)

Теорема. Если существует единственное решение U1(x, ε) краевой задачи
(5),(11), а функция a(r) = a(r, ε) дифференцируема по r на отрезке [d, f ], не об-
ращается в нуль на этом отрезке и удовлетворяет условиям a(r, ε) = O(ε2),
α 6

√
g(r) 6 β на [d, f ], а b(r) = b(r, ε) дифференцируема по r на отрезке

[d, f ] и b(r, ε) = O(ε2), тогда для любого r ∈ [d, f ] функция (10) является ε–
асимптотическим решением уравнения (5).

Доказательство. Найдем первую и вторую производные гибридного ВКБ-
Галеркин решения (8) с учетом (9):

U ′1H = k′1(r)
G1(r)

e(r)
+k′2(r)

G2(r)

e(r)
+k1(r)

G1(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

))
+

+ k2(r)
G2(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

))
=

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)G

)
·

·
(
k1(r)

G1(r)

e(r)
+ k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+
√
g(r)

√
1/ε2 +G2

(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
=

=

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)G

)
U1H +

√
g(r)

√
1/ε2 +G2

(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
; (12)
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U ′′1H = k′1(r)
G1(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

))
+

+ k′2(r)
G2(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

))
+

+ k1(r)
G1(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

))2

+

+ k2(r)
G2(r)

e(r)

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

))2

+

+ k1(r)
G1(r)

e(r)

(
−a
′(r)

2ε2
+

g′(r)

2
√
g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

))
+

+ k2(r)
G2(r)

e(r)

(
−a
′(r)

2ε2
+

g′(r)

2
√
g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

))
=
b(r)U4

0H

ε2
+

+ k1(r)
G1(r)

e(r)

(
a2(r)

4ε4
− a(r)

ε2

√
g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

)
+ g(r)

(
G+

√
1/ε2 +G2

)2)
+

+ k2(r)
G2(r)

e(r)

(
a2(r)

4ε4
− a(r)

ε2

√
g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

)
+ g(r)

(
G−

√
1/ε2 +G2

)2)
+

+

(
−a
′(r)

2ε2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
+ k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+

+
g′(r)

2
√
g(r)

√
1/ε2 +G2

(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
=

=
b(r)U4

0H

ε2
+

(
a2(r)

4ε4
−
a(r)

√
g(r)G

ε2
+ 2g(r)G2 +

g(r)

ε2

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
+ k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+

+
√

1/ε2 +G2

(
−a(r)

ε2

√
g(r) + 2g(r)G

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+

+

(
−a
′(r)

2ε2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
+ k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+

+
g′(r)

2
√
g(r)

√
1/ε2 +G2

(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
=
b(r)U4

0H

ε2
+

+

(
a2(r)

4ε4
−
a(r)

√
g(r)G

ε2
+ 2g(r)G2 +

g(r)

ε2
− a′(r)

2ε2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

)
U1H +

√
1/ε2 +G2·

·

(
−a(r)

ε2

√
g(r) + 2g(r)G+

g′(r)

2
√
g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
. (13)

Подставив (12) и (13) в исходное уравнение (5), получим

ε2U ′′1H + a(r)U ′1H − b(r)U4
0H

= b(r)U4
0H

+
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+

(
a2(r)

4ε2
− a(r)

√
g(r)G+ 2g(r)G2ε2 + g(r)− a′(r)

2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

ε2

)
U1H+

+
√
1/ε2 +G2

(
−a(r)

√
g(r) + 2g(r)Gε2 +

g′(r)ε2

2
√
g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
+

+

(
−a

2(r)

2ε2
+ a(r)

√
g(r)G

)
U1H+a(r)

√
g(r)

√
1/ε2 +G2

(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
−

− b(r)U4
0H

=

(
a2(r)

4ε2
− a(r)

√
g(r)G+ 2g(r)G2ε2 + g(r)− a′(r)

2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

ε2 − a2(r)

2ε2
+

+a(r)
√
g(r)G

)
U1H+

√
1/ε2 +G2

(
2g(r)Gε2 +

g′(r)ε2

2
√
g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
=

=

(
−a

2(r)

4ε2
+ 2g(r)G2ε2 + g(r)− a′(r)

2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

ε2

)
U1H+

+ ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(r)

(
2
√
g(r)G+

g′(r)

2g(r)

)(
k1(r)

G1(r)

e(r)
− k2(r)

G2(r)

e(r)

)
=

=

(
−a

2(r)

4ε2
+ 2g(r)G2ε2 + g(r)− a′(r)

2
+

g′(r)G

2
√
g(r)

ε2

)
U1H+

+ ε2
(
2
√
g(r)G+

g′(r)

2g(r)

)(
U ′1H +

(
a(r)

2ε2
−
√
g(r)G

)
U1H

)
=

=

(
2
√
g(r)G+

g′(r)

2g(r)

)(
ε2U ′1H +

a(r)

2
U1H

)
. (14)

Таким образом, U1H является общим решением уравнения

ε2U ′′1H +

(
a(r)− ε2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

))
U ′1H−

− a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U1H = b(r)U4

0H
. (15)

Используя способ, основанный в [8], как и при доказательстве асимптотичности
гибридного решения U0H (см. [7]), обозначим

D1 = U1 − U1H (16)

и запишем уравнение (5) в виде

ε2U ′′1 +

(
a(r)− ε2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

))
U ′1 −

a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U1 =

= −ε2
(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U ′1 −

a(r)

2

(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
U1 + b(r)U4

0H
. (17)
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Обозначим

F = −
(
g′(r)

2g(r)
+ 2
√
g(r)G

)
. (18)

Находя разность уравнений (17) и (15), используя (16), получим уравнение, ко-
торому удовлетворяет функция D1:

ε2D′′1 + (a(r) + ε2F )D′1 +
a(r)

2
FD1 =

(
ε2U ′1 +

a(r)

2
U1

)
F + b(r)(U4

0 − U4
0H

). (19)

На концах отрезка [d, f ] функция D1 удовлетворяет краевым условиям

D1(d) = 0, D′1(f) = 0. (20)

Уравнение (19) можно рассматривать как неоднородное уравнение относитель-
но D1. Тогда интегральное представление решения линейной неоднородной зада-
чи (19)–(20) имеет единственное решение (см. [9]):

D1 =

f∫
d

Gr(r, s)

((
ε2U ′1 +

a(s)

2
U1

)
F + b(s)(U4

0 − U4
0H

)

)
ds, (21)

где Gr(r, s) — функция Грина задачи (19)–(20).
Функция Gr(r, s) определена при r ∈ [d, f ], s ∈ (d, f) и при каждом s ∈ (d, f)

обладает следующими свойствами:
1) при r 6= s функция Gr(r, s) удовлетворяет соответствующему линейному од-

нородному уравнению

ε2D′′1 + (a(r) + ε2F )D′1 +
a(r)

2
FD1 = 0; (22)

2) при r = d и r = f функция Gr(r, s) удовлетворяет краевым условиям (20);
3) при r = s функция Gr(r, s) непрерывна по r, а ее производная по r имеет

разрыв первого рода со скачком, равным 1/ε2, т.е.

Gr(s+ 0, s) = Gr(s− 0, s), Gr′r(s+ 0, s)−Gr′r(s− 0, s) = 1/ε2.

Для нахождения функции Грина задачи (19)–(20), нужно построить решение
D11(r) 6= 0 уравнения (22), удовлетворяющее условию D11(d) = 0, и решение
D12(r) 6= 0, удовлетворяющее условию D′12(f) = 0.

Обозначим два линейно независимых решения уравнения (15) U1H1
и U1H2

:

U1H1
=
G1(r)

e(r)
=

1

e(r)
exp

(G+
√
1/ε2 +G2)

r∫
d

√
g(x) dx

 , (23)

U1H2
=
G2(r)

e(r)
=

1

e(r)
exp

(G−
√
1/ε2 +G2)

r∫
d

√
g(x) dx

 . (24)
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Тогда функции D11 и D12 могут быть определены как

D11 = U1H1
− U1H2

, (25)

D12 = U1H1
−

− exp

2
√
1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx

√g(f)(G+
√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2

U1H2
. (26)

Функцию Gr(r, s) будем искать в виде

Gr(r, s) =

{
ϕ(s)D11(r), d 6 r 6 s,

ψ(s)D12(r), s 6 r 6 f.
(27)

Функции ϕ(s) и ψ(s) выбираются так, чтобы выполнялись условия, накладыва-
емые на функцию Грина, т.е., чтобы{

ψ(s)D12(r) = ϕ(s)D11(r),

ψ(s)D′12(r)− ϕ(s)D′11(r) = 1/ε2.
(28)

Отсюда

ϕ(s) =
D12(s)

ε2(D11(s)D
′
12
(s)−D′11(s)D12(s))

, (29)

ψ(s) =
D11(s)

ε2(D11(s)D
′
12
(s)−D′11(s)D12(s))

. (30)

Обозначив
P ∗ = D11(s)D

′
12(s)−D′11(s)D12(s),

e∗ = exp(2
√
1/ε2 +G2

f∫
d

√
g(x) dx)

√
g(f)(G+

√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2√

g(f)(G−
√
1/ε2 +G2)− a(f)/2ε2

6= 1,

и учитывая (25)–(26), получим

P ∗ = (U1H1
− U1H2

)(U ′1H1
− e∗U ′1H2

)− (U ′1H1
− U ′1H2

)(U1H1
− e∗U1H2

) =

= (U1H1
U ′1H2

− U ′1H1
U1H2

)(1− e∗).

Учитывая (23)–(24), и то, что

U ′1H1
= U1H1

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G+

√
1

ε2
+G2

))
,

U ′1H2
= U1H2

(
−a(r)

2ε2
+
√
g(r)

(
G−

√
1

ε2
+G2

))
,

имеем

P ∗ = −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)U1H1

U1H2
(1− e∗) =
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= −2

√
1

ε2
+G2

√
g(s)(1− e∗)

1

e2(s)
exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 . (31)

Тогда функция Грина примет вид

Gr(r, s) =


D11(r)D12(s)

ε2P ∗
, d 6 r 6 s,

D11(s)D12(r)

ε2P ∗
, s 6 r 6 f.

(32)

Запишем решение задачи (19)–(20) с помощью функции Грина

D1 =

f∫
d

Gr(r, s)

((
ε2U ′1 +

a(s)

2
U1

)
F + b(s)(U4

0 − U4
0H

)

)
ds =

= −(U1H1
(r)− U1H2

(r))·

·
r∫

d

(U1H1
(s)− e∗U1H2

(s))e2(s)
((
ε2U ′1 +

a(s)
2 U1

)
F + b(s)(U4

0 − U4
0H

)
)
ds

2ε2
√

1/ε2 +G2
√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) −

− (U1H1
(r)− e∗U1H2

(r))·

·
f∫

r

(U1H1
(s)− U1H2

(s))e2(s)
((
ε2U ′1 +

a(s)
2 U1

)
F + b(s)(U4

0 − U4
0H

)
)
ds

2ε2
√
1/ε2 +G2

√
g(s)(1− e∗) exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) . (33)

Сделаем некоторые оценки

|G1| 6 max{G1, G2} = L, |G2| 6 max{G1, G2} = L, (34)∣∣∣∣∣ F√
g(r)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2G+

g′(r)

2g(r)
√
g(r)

∣∣∣∣∣ 6 2|G|+ |g′(r)|
2min |g3/2(r)|

= K, (35)

∣∣∣∣b(r, ε)ε2

∣∣∣∣ 6 B, (36)

exp

2G

s∫
d

√
g(t) dt

 > exp(2Gα(s− d)) > N, (37)

где

N =

{
1, α > 0,

exp(2Gα(f − d)), α < 0.
(38)

Учитывая (34)–(38), можно записать

|D1| 6
1

2
√

1/ε2 +G2|1− e∗|

∣∣∣(U1H1
(r)− U1H2

(r))·
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·
r∫

d

(U1H1
(s)− e∗U1H2

(s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F (s)√
g(s)

e2(s)

((
U ′1 +

a(s)

2ε2
U1

)
+

b(s)

ε2F (s)
(U4

0 − U4
0H

)

)
ds+

+(U1H1
(r)− e∗U1H2

(r))·

·
f∫

r

(U1H1
(s)− U1H2

(s))

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

) F (s)√
g(s)

e2(s)

((
U ′1 +

a(s)

2ε2
U1

)
+

b(s)

ε2F (s)
(U4

0 − U4
0H

)

)
ds | 6

6
(|G1|+ |G2|)(|G1|+ e∗|G2|)
2
√
1/ε2 +G2|1− e∗|e2(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f∫

d

F (s)√
g(s)

e(s)
(
(e(s)U1)

′ + e(s)b(s)
ε2F (s)

(U4
0 − U4

0H
)
)
ds

exp

(
2G

s∫
d

√
g(t) dt

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6

6
L2K

N
√
1/ε2 +G2

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣
 1

e(r)

∣∣∣∣∣∣
f∫

d

(e(s)U1)
′ ds

∣∣∣∣∣∣+ B

e2(r)

∣∣∣∣∣∣
f∫

d

e2(s)

F (s)
(U4

0 − U4
0H

) ds

∣∣∣∣∣∣
 .

Обозначив

C =
L2K

N

∣∣∣∣1 + e∗

1− e∗

∣∣∣∣ ,
а также учитывая оценку (6), получим

|D1| 6
Cε

e(r)
√
1 + ε2G2

(
|e(f)U1(f)− e(d)U1(d)|

e(r)
+

+
BMε

e2(r)

∣∣∣∣∣∣
f∫

d

e2(s)

F (s)
(U3

0 + U2
0U0H + U0U

2
0H

+ U3
0H

) ds

∣∣∣∣∣∣
 ,

или, с учетом оценки

1

e2(r)

∣∣∣∣∣∣
f∫

d

e2(s)

F (s)
(U3

0 + U2
0U0H + U0U

2
0H

+ U3
0H

) ds

∣∣∣∣∣∣ 6 T,

|D1| 6
Cε√

1 + ε2G2
(|U1(f)− U1(d)/e(f)|+ εBMT ) .

Функция

µ(r) =
C√

1 + ε2G2
(|U1(f)− U1(d)/e(f)|+ εBMT )

ограничена при ε→ 0.
Таким образом, обозначив

Q =
C√

1 + ε2G2
(|U1(f)− U1(d)/e(f)|+ εBMT ) ,

имеем оценку
|U1 − U1H | 6 ε ·Q,
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что и доказывает ε–асимптотичность гибридного ВКБ-Галеркин решения (5)– (11)
уравнения (5).

Теорема доказана. �

Выводы

Таким образом, показано, что часть гибридного ВКБ-Галеркин решения, возни-
кающая при решении дифференциального уравнения (5), носит асимптотический
характер. Это свидетельствует о высокой точности приближения его к точному
решению уравнения (5). Это дает возможность оценить в целом точность прибли-
женного гибридного асимптотического решения задачи (1), полученного в работе
[4].
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Про оцiнку точностi аналiтичного гiбридного розв’язку задачi тепло-
перенесення

В роботi наведено аналiтичну оцiнку частини подвiйного ВКБ-Гальоркiн
розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку, що опи-
сує математичну модель процесу теплоперенесення.

Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння другого порядку, гiбридний ВКБ-Гальоркiн
розв’язок, асимптотичнiсть наближеного розв’язку.

On estimate of exactness of analytical hybrid solution for the heat transfer
problem

In the paper, the analytical estimate of the part of an double hybrid WKB-
Galerkin solution for the nonlinear second order differential equation, that
describes the mathematical model of the heat transfer process, is presented.

Keywords: second order nonlinear equation, hybrid WKB-Galerkin solution,
approximate solution’s asymptotic property.


