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АНАЛОГИ ФОРМУЛ КРАМЕРА ДЛЯ СИСТЕМЫ
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С НЕРЕГУЛЯРНЫМ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ
ОПЕРАТОРОМ

Предложена система линейных дифференциальных уравнений для функ-
ций на бесконечномерном гильбертовом пространстве, когда в качестве
операторных коэффициентов выступают многочлены от нерегулярного
эллиптического оператора (Lu)(x) = j(u′′(x)). Для такой системы дока-
заны аналоги формул Крамера.
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регулярный (существенно бесконечномерный) эллиптический оператор, формулы
Крамера.

Введение

Оператор Лапласа для функций бесконечномерного аргумента ввёл П. Леви [1].
Предложенный им оператор Лапласа-Леви имеет необычные свойства с точки зре-
ния конечномерной теории для оператора второго порядка– удовлетворяет правилу
Лейбница L(uv) = Lu · v + u · Lv и обращается в нуль на цилиндрических функци-
ях. Последнее дало основание Г.Е. Шилову, редактору перевода [1], назвать такой
оператор ”существенно бесконечномерным”. Различные версии оператора Лапласа-
Леви изучались Е.М. Полищуком, М.Н. Феллером, Г.Е. Шиловым, А.С. Немиров-
ским, И.Я. Дорфман, В.Я. Сикирявым (подробная библиография и современное
состояние теории изложено в [2]). Существенно бесконечномерный эллиптический
оператор (СБЭО), введённый Ю.В. Богданским [3] (см. также [4, 5]), обобщает опе-
ратор Лапласа-Леви и наследует его основные свойства. Другой подход к построе-
нию дифференциальных операторов в бесконечномерном пространстве, основанный
на представлении (Lu)(x) = trAu′′(x), где A – неотрицательный ядерный оператор,
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trA – его след, был предложен независимо Ю.Л. Далецким и Л. Гроссом (подроб-
ную библиографию см., например, в [6]).

Линейные уравнения порядка n с оператором Лапласа-Леви изучались в [7, 8],
с оператором квазидифференцирования (одним из обобщений оператора Лапласа-
Леви) – в [9, 10], с СБЭО – в [11]. В [11, теорема 1] для СБЭО и в данной работе
для нерегулярного эллиптического оператора (см. п. 2) доказана единственность
решений, а явные формулы решений совпадают: выясняется, что результат обу-
словлен функциональным классом и, как следствие, нильпотентностью полугруп-
пы, порождаемой оператором. В [7, 10] в иных функциональных классах доказано
существование фундаментальной системы решений, содержащей n элементов, по-
строен аналог вронскиана. Полученные в п. 2 результаты используются в п. 3, но
имеют также самостоятельное значение.

Системы (Luk)(x) = Φk(x, u1, . . . , un), k = 1, . . . , n с оператором Лапласа-Леви
исследовались в [8], с оператором квазидифференцирования – в [9], с СБЭО – в
[12]: получены условия существования и единственности решения, а для линейных
систем (Luk)(x) =

∑n
i=1 fik(x)ui(x) + ψk(x) (в [8] ψk ≡ 0) найдены явные формулы.

Предлагаемая в п. 3 настоящей работы система линейных уравнений с нерегуляр-
ным эллиптическим оператором рассматривается, по-видимому, впервые; аналогич-
ный результат с СБЭО был доложен автором на конференции ”КРОМШ-2011” [13].

1. Нерегулярные эллиптические операторы

Пусть H – бесконечномерное сепарабельное вещественное гильбертово простран-
ство; BC(H) – банахово (относительно операторной нормы) пространство самосо-
пряжённых ограниченных линейных операторов в H; BR = {x ∈ H | ‖x‖ 6 R} –
фиксированный шар радиуса R; J – конус неотрицательных линейных функциона-
лов на BC(H).

Пусть j ∈ J – ненулевой функционал, ядру которого принадлежат все операторы
конечного ранга. В работе [3] такой функционал предложено называть существенно
бесконечномерным, такие функционалы образуют конус J+ ⊂ J . Каждый функцио-
нал j ∈ J допускает разложение j = j1 +j2, где j1(C) = trAC, A – неотрицательный
ядерный оператор, j2 ∈ J+, причём такое разложение единственно (см., например,
[4, 5]).

Назовём множество D ⊂ BC(H) почти компактным, если любого ε > 0 существу-
ют компактное множество K ⊂ BC(H) и числа n ∈ N, d > 0 такие, что K + Qn,d
является ε-сетью для D (тут Qn,d ⊂ BC(H) – множество операторов, ранг которых
не превышает n, а норма не превышает d).
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Пусть Z – множество функций класса C2(H) по Фреше, носители которых лежат
в шаре BR, u′′ равномерно непрерывна на H, а множество {u′′(x) | x ∈ BR} явля-
ется почти компактным. X – замыкание Z по норме supx∈BR |u(x)| – вещественная
коммутативная банахова алгебра без единицы относительно поточечных операций.

Оператор L : X ⊃ Z 3 u(x) 7→ 1
2j(u

′′(x)) ∈ X является дифференциальным
оператором второго порядка. Если он представим в виде 1

2 trAu′′(x), то согласно [14]
назовём его регулярным эллиптическим, если же непредставим – нерегулярным.
Согласно [3] под СБЭО понимается оператор L в случае j ∈ J+, такой оператор
удовлетворяет правилу Лейбница.

Нерегулярный оператор L корректно определён и допускает замыкание L̄, по-
рождающее в X (C0)-полугруппу сжатий T (t) [4, 5]. Полугруппа нильпотентна
(∃t0 > 0 : T (t0) = 0), позитивна (∀u > 0, ∀t > 0 : T (t)u > 0), кроме того,
(u ∈ Z)⇒ (T (t)u ∈ Z). Для СБЭО результат усиливается – полугруппа приобрета-
ет свойство мультипликативности (∀u, v ∈ X, ∀t > 0 : T (t)(uv) = T (t)u · T (t)v).

2. Линейные уравнения высшего порядка

Пусть Q – произвольное множество; F(Q) – банахова алгебра всех вещественных
ограниченных функций на Q (относительно поточечных операций и sup-нормы); X
– замкнутая подалгебра в F(Q) (потому (u ∈ X)⇒ (|u| ∈ X)); S(s) – нильпотентная
(C0)-полугруппа в X (∃s0 > 0 : S(s0) = 0). Генератор полугруппы A = S′(0) опреде-
лён на плотном в X множестве D(A), более того, множество D(A∞) =

⋂∞
n=1D(An)

также плотно в X [15, теорема 2.3, с. 60].
В данном пункте рассматривается линейное уравнение порядка n

(Anu)(x) + a1(An−1u)(x) + . . .+ an−1(Au)(x) + anu(x) = f(x) (1)

с постоянными коэффициентами a1, . . . , an ∈ C, f ∈ X . Область определения u –
множество D(An), которое плотно в X , так как содержит D(A∞). Пусть многочлен
Pn(t) = tn + a1t

n−1 + . . . + an−1t + an имеет различные корни λ1, . . . , λk кратности
p1, . . . , pk соответственно.

Лемма 1. Пусть Pn(t) имеет единственный корень λ1 ∈ C. Тогда уравнение (1)
имеет и притом единственное решение u(x) = (−1)n

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1ssn−1(S(s)f)(x)ds.

Доказательство. Лемма доказывается индукцией по n.
База индукции n = 1. Уравнение (1) принимает вид Au − λ1u = f . Резольвента

Rλ1u =
∫ +∞

0 e−λ1sS(s)uds =
∫ s0

0 e−λ1sS(s)uds существует для всех λ1, потому u =

−
∫ s0

0 e−λ1sS(s)fds.
Шаг индукции Pn+1(t) = (t − λ1)n+1 = (t − λ1)Pn(t). Уравнение (1) записы-

вается следующим образом: (A − λ1)Pn(A)u = f , Pn(A)u = −
∫ s0

0 e−λ1τS(τ)fdτ ,
u = (−1)n

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1ssn−1S(s)

(
−
∫ s0

0 e−λ1τS(τ)fdτ
)
ds. Полугрупповое свойство S(s),
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замена t = s + τ и изменение порядка интегрирования приводят к формуле

u = (−1)n+1

(n−1)!

∫ s0
0 e−λ1tS(t)fdt

t∫
0

sn−1ds, которая и доказывает лемму.

Теорема 1. Уравнение (1) имеет и притом единственное решение u(x) =

−
∫ s0

0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Pn(λ)(S(s)f)(x)ds, где Res обозначает вычет функции в точ-
ке.

Доказательство. Теорема доказывается индукцией по k.
Базу индукции k = 1 (единственный корень λ1 кратности n) до-

казывает лемма 1, поскольку вычет Resλ=λ1
e−λs

Pn(λ) = Resλ=λ1
e−λs

(λ−λ1)n =

1
(n−1)! limλ→λ1

dn−1

dλn−1

(
(λ− λ1)n e−λs

(λ−λ1)n

)
= (−1)n−1

(n−1)! e
−λ1ssn−1.

Шаг индукции. Рассмотрим новый многочлен G(t) = Pn(t)(t − λk+1)p.
Уравнение (1) принимает вид G(A)u = Pn(A)(A − λk+1I)pu = f , u =

−
∫ s0

0 Resλ=λk+1

e−λs

(λ−λk+1)pS(s)
(
−
∫ s0

0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λτ

Pn(λ)S(τ)fdτ
)
ds. Здесь и далее

I – единичный оператор. Поскольку все корни λ1, . . . , λk+1 различны, то можно вы-
брать охватывающие их контура Γ1, . . . ,Γk+1 попарно непересекающимися. Меняем
порядок интегрирования, делаем замену t = s+ τ :

u = − 1

4π2

s0∫
0

ds

s0−s∫
0

S(s+ τ)fdτ
k∑

m=1

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p

∮
Γm

e−z1s−z2τ

Pn(z2)
dz2 =

= − 1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt
k∑

m=1

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p

∮
Γm

dz2

Pn(z2)

t∫
0

e(z2−z1)s−z2tds =

=
1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt

∮
Γk+1

e−z1t

(z1 − λk+1)p
dz1

k∑
m=1

∮
Γm

dz2

(z1 − z2)Pn(z2)
−

− 1

4π2

s0∫
0

S(t)fdt

k∑
m=1

∮
Γm

e−z2t

Pn(z2)
dz2

∮
Γk+1

dz1

(z1 − λk+1)p(z1 − z2)
= I1 − I2. (2)

Применив к функции w(z2) = 1
(z1−z2)Pn(z2) теорему о полной сумме вычетов, полу-

чим, что
∑k

m=1

∮
Γm

dz2
(z1−z2)Pn(z2) = 2πi

Pn(z1) , I1 = −
∫ s0

0 Resλ=λk+1

e−λt

G(λ)S(t)fdt. Внутрен-
ний интеграл I2 имеет вид

∮
Γk+1

dz1
(z1−λk+1)p(z1−z2) = 2πiResz1=λk+1

1
(z1−λk+1)p(z1−z2) =

2πi
(p−1)! limz1→λk+1

dp−1

dzp−1
1

(
(z1 − λk+1)p 1

(z1−λk+1)p(z1−z2)

)
= − 2πi

(z2−λk+1)p . Подстановка

этих результатов в формулу (2) доказывает теорему по индукции. Единственность
решения уравнения (1) следует из существования резольвенты оператора A.
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Следствие 1 (о непрерывной зависимости решения уравнения (1) от функции f).
Пусть u(x) = u(x, f), u0(x) = u0(x, f0) – решения уравнения (1) с функциями f , f0

соответственно. Тогда ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (‖f − f0‖ < δ)⇒ (‖u− u0‖ < ε).

Доказательство. Факт следует из того, что u − u0 = (−1)nRp1

λ1
. . . Rpkλk(f − f0),

‖u− u0‖ 6 ‖Rλ1‖p1 · . . . · ‖Rλk‖pk · ‖f − f0‖.

Следствие 2. Пусть a1, . . . , an ∈ R. Тогда решение уравнения (1) есть вещест-
венная функция.

Доказательство. Уравнение (1) запишем в виде (A−λ1I)p1 ·. . .·(A−λkI)pku = f . В
условиях следствия корни Pn(t) или вещественные, или комплексно-сопряжённые,
потому следствие достаточно доказать для уравнения (A− µI)(A− µ∗I)u = f , где
µ = α+βi, µ∗ = α−βi. А решение данного уравнения (согласно формуле Эйлера) –
u = −

∫ s0
0

(
limλ→µ

(
(λ− µ) e−λs

(λ−µ)(λ−µ∗)

)
+ limλ→µ∗

(
(λ− µ∗) e−λs

(λ−µ)(λ−µ∗)

))
S(s)fds =

1
β

∫ s0
0 e−αs sin(βs)S(s)fds. Заметим, что решение уравнения (1) в общем случае рас-

писывается с учётом формулы Эйлера подобным образом.

Следствие 3. Резольвентные множества операторов An и Pn(A) таковы:
ρ(An) = C, ρ(Pn(A)) = C.

Следствие 4. Оператор Pn(A) замкнут (см. [16, теорема 7, с. 642]).

Следствие 5. Rp1

λ1
. . . Rpkλkf = (−1)n−1

∫ s0
0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Pn(λ)S(s)fds.

Положим Q = H, X = X, A = L̄ (см. п. 1). Тогда результаты данного пунк-
та справедливы для уравнения (1) с нерегулярным эллиптическим оператором, в
частности, с СБЭО. Кроме того, возможно повысить гладкость решения:

Следствие 6 (о повышении гладкости решения). Для уравнения (1) с нерегуляр-
ным эллиптическим оператором из f ∈ Z следует u ∈ Z.

Доказательство. Согласно п. 1 в условиях следствия T (t)f ∈ Z, откуда u ∈ Z.

3. Система линейных уравнений с операторными коэффициентами
(многочленами от оператора A)

Рассмотрим систему линейных уравнений с операторными коэффициентами
(многочленами от оператора A, см. п. 2):

n∑
k=1

Pi,k(A)uk = fi (i = 1, . . . , n). (3)

Тут f1, . . . , fn ∈ X ; Pi,k(t) = tdi,k + ai,k1 tdi,k−1 + . . . + ai,kdi,k−1t + ai,kdi,k – многочлен

степени di,k > 0 с коэффициентами ai,k1 , . . . , ai,kdi,k ∈ R. Степень многочлена Pi,k бу-
дем также обозначать degPi,k. Оператор Pi,k(A) при di,k > 0 определён на плотном
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в X множестве D(Adi,k) и, в силу следствия 4, замкнут; при di,k = 0 он кратен
I и определён на всём X . Потому областью определения uk является множество
D(Ad̂k), где d̂k = max(d1,k, . . . , dn,k); при d̂k = 0 областью определения uk являет-
ся всё X . В дальнейшем будут приведены достаточные условия существования и
единственности решения системы (3).

Пусть многочлен Q(t) степени d > 0 с вещественными коэффициентами имеет
различные корни λ1, . . . , λk ∈ C. Оператор Q(A) : D(Ad) → X согласно п. 2 имеет
обратный (Q(A))−1 = −

∫ s0
0

∑k
m=1 Resλ=λm

e−λs

Q(λ)S(s)ds : X → D(Ad), в силу след-
ствия 2 сумма в данной формуле вещественна. Соответствующий многочлену нуле-
вой степени оператор Q(A) = aI при a 6= 0 также имеет обратный (Q(A))−1 = 1

aI.
D(A∞) – собственное линейное многообразие (незамкнутое) операторов Q(A) и
(Q(A))−1, т.е. Q(A)(D(A∞)) ⊂ D(A∞), (Q(A))−1(D(A∞)) ⊂ D(A∞).

Пусть F = {Q1(t)
Q2(t)} – поле рациональных функций (оно является полем частных

кольца многочленов). Каждой функции Q1(t)
Q2(t) ∈ F сопоставим некий замкнутый

оператор φ(Q1(t)
Q2(t)). При этом для отображения φ должны выполняться условия: а)

φ(Q1(t)
Q2(t) + Q3(t)

Q4(t)) = φ(Q1(t)
Q2(t)) +φ(Q3(t)

Q4(t)); б) φ(Q1(t)
Q2(t) ·

Q3(t)
Q4(t)) = φ(Q1(t)

Q2(t)) ·φ(Q3(t)
Q4(t)), поскольку

функции Q1(t)
Q2(t) ,

Q3(t)
Q4(t) коммутируют, то и операторы φ(Q1(t)

Q2(t)), φ(Q3(t)
Q4(t)) должны комму-

тировать; в) φ(1) = I; г) φ((Q1(t)
Q2(t))−1) = (φ(Q1(t)

Q2(t)))−1. Проверку условий а)-г) необхо-
димо проводить с учётом областей определения замкнутых операторов. Тогда мож-
но считать, что φ(F) является полем замкнутых операторов, и применять аппарат
линейной алгебры.

Отображение φ : Q1(t)
Q2(t) 7→ (Q2(A))−1|D(A∞)Q1(A)|D(A∞) удовлетворяет услови-

ям а)-г), перечисленным выше, в частности, имеет место коммутация φ(Q1(t)
Q2(t)) и

φ(Q3(t)
Q4(t)). Операторы φ(Q1(t)

Q2(t)) записываются в явном виде согласно п. 2. Заметим,

что для отображений Q1(t)
Q2(t) 7→ (Q2(A))−1Q1(A) и Q1(t)

Q2(t) 7→ Q1(A)(Q2(A))−1 – бо-
лее простых и ”очевидных” – в условиях а)-б) возникают трудности, связанные
с областями определения соответствующих операторов. Действительно, оператор
(Q2(A))−1Q1(A) переводит D(Ad1) в D(Ad2), где d1 = degQ1 > 0, d2 = degQ2 > 0.
Оператор Q1(A)(Q2(A))−1 имеет бо́льшую область определения: при d1 = d2 он
переводит X в X ; при d1 > d2 – D(Ad1−d2) в X ; при d1 < d2 – X в D(Ad2−d1).

Положим P = (Pi,k(A)|D(A∞))
n
i,k=1. Пусть detP = det

∣∣Pi,k(A)|D(A∞)

∣∣n
i,k=1

=∑
σ(−1)l(σ)Pk1,1(A)|D(A∞) . . . Pkn,n(A)|D(A∞) – определитель матрицы P, где σ =(

1 ... n
k1 ... kn

)
– перестановка длины n, l(σ) – чётность перестановки σ. Нестандартной

индексации Pkm,m (вместо привычной Pm,km) объяснение будет дано далее. detP
является многочленом от оператора A степени deg detP не выше maxσ(dk1,1 + . . .+

dkn,n), все формулы классического определителя сохраняются. Если detP 6= 0 (т.е.
нулевому оператору), то матрица P имеет обратную P−1 = (detP)−1(P̃i,k)

T . Тут
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P̃i,k – алгебраическое дополнение элемента (i, k) матрицы P – многочлен от опе-
ратора A степени deg P̃i,k. Заметим, что необязательно deg detP > deg P̃i,k, может
выполняться и обратное неравенство, и равенство.

Предположим, что detP 6= 0 и выполнены условия f1, . . . , fn ∈ D(A∞). Тогда
существует P−1, ui =

∑n
k=1(P−1)i,kfk = (detP)−1

∑n
k=1 P̃k,ifk, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим сумму, стоящую в правой части последней формулы. Для системы
линейных алгебраических уравнений это результат раскрытия по i-му столбцу
определителя, полученного заменой i-го столбца на столбец правой части. Но,
если в определении detP, механически заменить Pi,n на fi, то соответствующие
слагаемые превратятся в элементы X ; замена же Pi,k на fi для k 6= n приведёт
к тому, что соответствующие слагаемые вообще не определены. Пусть dets P =

det
∣∣Pi,1(A)|D(A∞) . . . Pi,s−1(A)|D(A∞) fi Pi,s+1(A)|D(A∞) . . . Pi,n(A)|D(A∞)

∣∣n
i=1

=∑
σ(−1)l(σ)Pk1,1(A)|D(A∞) . . . Pks−1,s−1(A)|D(A∞)Pks+1,s+1(A)|D(A∞)Pkn,n(A)|D(A∞)fks ;

такой аналог определителя, в отличие от оператора detP, является элементом X .
Нестандартная индексация в определении detP теперь объясняется тем, что в
противном случае определение dets P пришлось бы чрезмерно усложнять.

Таким образом доказана теорема:

Теорема 2. Пусть detP 6= 0; f1, . . . , fn ∈ D(A∞). Тогда единственное решение сис-
темы (3) имеет вид ui = (detP)−1 deti P, i = 1, . . . , n. Эти формулы естественно
назвать аналогами формул Крамера.

Положив Q = H, X = X, A = L̄ (см. п. 1), получим аналоги формул Крамера
для системы (3) с нерегулярным эллиптическим оператором, в частности, с СБЭО.

Пример. Рассмотрим систему L̄u1 + u1 + u2 = f1, L̄2u1 + L̄u2 = f2 с нерегу-
лярным эллиптическим оператором. Сначала предположим, что f1, f2 ∈ D(L̄∞).

Здесь P =

(
(L̄+I)|D(L̄∞) I|D(L̄∞)

L̄2|D(L̄∞) L̄|D(L̄∞)

)
; оператор detP = det

∣∣∣ (L̄+I)|D(L̄∞) I|D(L̄∞)

L̄2|D(L̄∞) L̄|D(L̄∞)

∣∣∣ =

(L̄ + I)|D(L̄∞)L̄|D(L̄∞) − L̄2|D(L̄∞)I|D(L̄∞) = L̄|D(L̄∞) ненулевой. D(L̄∞) – собствен-
ное линейное многообразие соответствующих операторов, потому искомое реше-
ние u1 = (detP)−1 det

∣∣∣ f1 I|D(L̄∞)

f2 L̄|D(L̄∞)

∣∣∣ = L̄−1(L̄f1 − f2) = f1 +
∫ t0

0 T (t)f2dt, u2 =

(detP)−1 det
∣∣∣ (̄L+I)|D(L̄∞) f1

L̄2|D(L̄∞) f2

∣∣∣ = L̄−1(L̄f2 + f2− L̄2f1) = −L̄f1 + f2−
∫ t0

0 T (t)f2dt. Здесь

u1, u2 ∈ D(L̄∞).
Теперь откажемся от условий f1, f2 ∈ D(L̄∞). Область определения u1 – множе-

ство D(L̄2), u2 – D(L̄). Оператор L̄ замкнут, потому можно показать, что решение
находится по формулам, приведенным выше, при f1 ∈ D(L̄2), f2 ∈ D(L̄). Кроме
того, при дополнительных условиях L̄f1 ∈ Z, f2 ∈ Z решение имеет повышенную
гладкость u1, u2 ∈ Z.
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Выводы

В работе предложена система линейных уравнений с операторными коэффици-
ентами – многочленами от нерегулярного эллиптического оператора. Приведены
достаточные условия существования и единственности решения, а само решение
представлено в виде явных формул – аналогов формул Крамера. Также исследовано
линейное уравнение высшего порядка с нерегулярным эллиптическим оператором
для случая постоянных коэффициентов.

Автор благодарит Ю.В. Богданского за ценные замечания и внимание к работе.
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Аналоги формул Крамера для системи лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь з нерегулярним елiптичним оператором

Запропонована система лiнiйних диференцiальних рiвнянь для функцiй на
нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi, коли в якостi оператор-
них коефiцiєнтiв виступають многочлени вiд нерегулярного елiптичного
оператора (Lu)(x) = j(u′′(x)). Для такої системи доведенi аналоги фор-
мул Крамера.

Ключовi слова: нескiнченновимiрний простiр, оператор Лапласа-Левi, нерегуляр-
ний (суттєво нескiнченновимiрний) елiптичний оператор, формули Крамера.

Cramer’s rule analog for simultaneous linear differential equations with
nonregular elliptic operator

Simultaneous linear differential equations for functions on an infinite-di-
mensional Hilbert space with nonregular elliptic operator (Lu)(x) = j(u′′(x))

polynomial coefficients are proposed. Cramer’s rule for such simultaneous
equations is proved.

Keywords: infinite-dimensional space, Laplace-Levý operator, nonregular (essentially
infinite-dimensional) elliptic operator, Cramer’s rule.


