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Застосовано новий підхід до виводу рівняння руху спадково-пружного стрижня в околі квазіфронту. 
Показано як з цього рівняння можна отримати рівняння руху стрижня в околі переднього фронту 
хвилі. Розв’язок крайової задачі для отриманого рівняння знаходиться за допомогою інтеґрального 
перетворення Лапласу і метода контурного інтеґрування. 
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ВСТУП 
 
Картина розповсюдження хвиль в спадково-пружних стрижнях, яка описана в  

[1-3], виглядає наступним чином. Спочатку иде хвиля с миттєвою швидкістю с , за 
фронтом сигнал швидко затухає за експоненціальним законом. По мірі наближення 
до квазіфронту хвилі, яка розповсюджується з тривалою швидкістю с , інтенсивність 
сигналу збільшується, а за квазіфронтом залишається постійною. Отже, пружно-
деформований стан для фіксованого часу 1 const  можна розчленити на 
чотири зони [4] та розв’язувати відповідну задачу в кожний зоні окремо. 

У даний статті розглядається зона пограншару в околі квазіфронту і виводиться 
рівняння руху спадково-пружного стрижня в цій зоні без допомоги апарату дрібного 
диференціювання [4]. 

 
1. ВИВІД РІВНЯННЯ РУХУ СПАДКОВО-ПРУЖНОГО СТРИЖНЯ 
 
Розглянемо тонкий напівнескінчений стрижень будь-якого поперечного 

перерізу. Спадково-пружні властивості материалу будемо описувати за допомогою 
рівняння спадкової пружності, взятого у інтеґрально-операторної формі [4]: 
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Гранична умова на лівому кінці стрижня має вигляд: 
        HI, *0 ,               (3) 
умова неперервності переміщення на квазіфронті хвилі задається так: 

      0 
ck,u .               (4) 
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В формулах (1)-(4)   – напруга, u  – переміщення,   – час,   – повздовжня 

координата, *I  – амплітуда впливу,  H  – одинична функція Хевісайда,  *K    
– ядро повзучості Работнова, яке має вигляд [2]: 
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де 0  – параметр матеріалу. 
В даний роботі будемо розглядати тільки окіл квазіфронту, який рухається за 

законом 
      ck                (5) 

зі швидкістю 

     
1





ck .  

Для отримання рівняння руху квазіфронту використаємо рівнянням руху 
стрижня (1) та умову рівності нулю переміщень на квазіфронті (4). Для цього 
продиференціюємо тричі вздовж фронту хвилі умову (4). В результаті отримуємо: 
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На основі рівняння руху (1) можна записати: 
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Підставивши це рівняння в рівність (6) та проінтеґрувавши отримане рівняння в 
околі квазіфронту за повздовжньою координатою  , отримуємо: 

   03
2

2
2

2
3

2

2





















 ccc k
u

k
u

k
u

.             (7) 

Підставивши в рівняння (7) закон руху (1) і закон спадкової пружності (2), 
отримуємо рівняння руху стрижня в околі квазіфронта: 
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де 

        *** d,K 


 
0

. 

 
2. РОЗВ’ЯЗОК КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ РІВНЯННЯ РУХУ СТРИЖНЯ В ОКОЛІ 

КВАЗІФРОНТА 
 
Розглянемо крайову задачу для рівняння (8) с граничною умовою (3). 
Розв’язувати цю задачу будемо за допомогою інтеґрального перетворення 

Лапласа за часом   [3].  
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Зображення за Лапласом ядра Работнова має вигляд [2]: 
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Отже, застосовуючи перетворення Лапласа до задачі (8), (3) і використовуючи 
теорему про згортку [3], отримуємо крайову задачу в зображеннях за Лапласом для 
рівняння 
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з граничною умовою 
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де s  – параметр інтеґрального перетворення Лапласа. 
Розв’язок крайової задачі (9), (10) має вигляд: 
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Для знаходження асимптотичного розв’язка будемо розкладати показник 
степеня експоненти в зображенні (11) в ряд за додатними степенями параметра s , 
залишив перші два члена розкладу. Тоді отримуємо: 
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За допомогою метода контурного інтеґрування [3] отримуємо наступний 
оригінал зображення (12): 
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Зауваження. Якщо покласти 1ck  в рівнянні (8), то отримуємо рівняння руху 

переднього фронту хвилі у вигляді: 
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ВИСНОВКИ 
 

Розглянуто новий підхід до виводу рівняння руху квазіфронту спадково-
пружного стрижня. Отримане рівняння має перший порядок на відміну від точного 
рівняння руху. В основі виводу цього рівняння лежіть умова неперервності 
переміщень на квазіфронті хвилі. Результати досліджень можна розповсюдити на 
неодномірні задачі. 
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