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КОШИ

В работе рассматриваются три вида решений (слабое, обобщенное по
временной переменной и обобщенное по случайной переменной) бесконеч-
номерной стохастической задачи Коши X ′(t) = AX(t) + BW(t), t ≥ 0,
X(0) = ζ, где A, в общем случае, генератор регуляризованной полугруппы
в некотором гильбертовом пространстве H и W — белый шум в другом
гильбертовом пространстве H, B ∈ L(H,H). Исследованы свойства ука-
занных решений и связи между ними.

Ключевые слова: белый шум, винеровский процесс, обобщенное, слабое, регуля-
ризованное решение, распределение, полугруппа операторов.

Введение

Работа посвящена конструкции и сравнению различных решений задачи Коши
для абстрактного стохастического уравнения

X ′(t) = AX(t) +BW(t), t ≥ 0, X(0) = ζ, (1)

с генератором полугруппы класса C0 или некоторой регуляризованной (интегриро-
ванной, K-конволюционной) полугруппы операторов в гильбертовом пространстве.

Среди подходов к решению стохастических задач, в том числе абстрактных (то
есть рассматриваемых в бесконечномерных пространствах) известным является пе-
реход к интегральной задаче с интегралом Ито по некоторому винеровскому про-
цессу {W (t), t ≥ 0}, "первообразной" от белого шума {W(t), t ≥ 0} (см., напр.,
[1]–[5]).

Для задачи (1) — это интегральная задача Коши с абстрактным интегралом Ито
по винеровскому процессу :
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X(t) = ζ +

t∫
0

AX(s)ds+

t∫
0

BdW (t), t ≥ 0,

записываемая обычно, как и в случае конечномерных винеровских процессов, в
форме дифференциалов:

dX(t) = AX(t)dt+BdW (t), t ≥ 0, X(0) = ζ. (2)

Другой подход к решению задачи (1) — это решение именно дифференциаль-
ной задачи в пространствах абстрактных распределений. В пространствах рас-
пределений по временной переменной t дано определение процесса Q-белого шума
{W(t), t ≥ 0} и построено решение задачи с генератором регуляризованной полу-
группы, в общем случае не являющейся полугруппой класса C0. В пространствах
распределений по случайной переменной ω, называемых стохастическими распреде-
лениями, определен более общий процесс {W(t), t ≥ 0} — сингулярный белый шум,
но решение получено для задачи с генератором полугруппы класса C0 (cм., напр.,
[6], [7], [5], [9]).

Настоящая работа посвящена исследованию свойств и сравнению слабых реше-
ний стохастической задачи Коши в форме (2) и обобщенных решений задачи (1),
рассматриваемой в пространствах распределений. В первом разделе даны необхо-
димые определения и сведения о существовании каждого из трех типов решений:
слабых решений, решений, обобщенных по t, и решений, обобщенных по ω. Во вто-
ром разделе приведены результаты сравнения слабых и обобщенных по t решений
при условии существования каждого из них, в третьем — слабого и обобщенного по
ω решений.

Слабые и обобщенные решения стохастической задачи Коши

Пусть (Ω,F ,P) — вероятностное пространство с нормальной фильтрацией
{Ft, t ≥ 0} иH, H — сепарабельные гильбертовы пространства. Пусть {W (t), t ≥ 0}
— H-значный Q-винеровский процесс: W (t) =

∑∞
k=1 σkβk(t)ek, где Q — симметрич-

ный неотрицательный оператор следа в H, {ek} — полная ортонормированная си-
стема, состоящая из собственных векторов оператора Q: Qek = σ2kek,

∑∞
k=1 σ

2
k <∞

и βk(t) — независимые броуновские движения.
Для абстрактной стохастической задачи Коши в форме (2), где ζ — F0-измеримая

H-значная случайная величина, оператор A порождает некоторую полугруппу в H,
в общем случае неограниченных операторов решения однородной задачи; B : H →
H линейный ограниченный оператор, {W (t), t ≥ 0} — H-значный Q-винеровский
процесс, будем рассматривать следующие типы слабых решений.
H-значный случайный предсказуемый процесс X = {X(t), t ≥ 0} называется

слабым решением задачи Коши (2), если
∫ t
0 ∥X(s)∥H ds <∞ п.н. (Pa.s.) и
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⟨X(t), y⟩ = ⟨ζ, y⟩+
t∫

0

⟨X(s), A∗y⟩ ds+ ⟨BW (t), y⟩, Pa.s. y ∈ domA∗ , (3)

слабым K-конволюционным решением, если

⟨X(t), y⟩ = ⟨
t∫

0

K(s)ζ ds, y⟩+ ⟨
t∫

0

X(s) ds,A∗y⟩+ ⟨
t∫

0

s∫
0

K(s− r)BdW (r) ds, y⟩, (4)

в частности, слабым n-интегральным решением при K(s) = sn−1

(n−1)! .
По аналогии с классическим случаем каждое из решений, определяемых (3)–(4),

ищется в форме X(t) = S(t)ζ +
∫ t
0 S(t − s)B dW (s) =: S(t)ζ + WA(t), t ≥ 0, где

S = {S(t), t ≥ 0} для уравнения (3) является полугруппой операторов решения
соответствующей однородной задачи, для (4) — K-конволюционной полугруппой.

В случае полугруппы класса C0 имеет место следующая теорема [1], [3]–[5]:

Теорема 1. Пусть A — генератор полугруппы S = {S(t), t ≥ 0} класса C0,
B ∈ L(H,H), {W (t), t ≥ 0} — H-значный Q-винеровский процесс и Ψ(s) =

S(t − s)B, t ≥ s ≥ 0, удовлетворяет условию существования интеграла Ито:∫ t
0 ∥Ψ(s)∥2HS ds < ∞, ∥Ψ(s)∥2HS :=

∑∞
j=1 ∥Ψ(s)Q

1
2 ej∥2 = trΨ(s)QΨ∗(s). Тогда для

любого F0-измеримого ζ ∈ H случайный процесс X(t) = S(t)ζ + WA(t), t ≥ 0,

существует и является единственным слабым решением задачи (2).

Слабое K-конволюционное и слабое n раз интегрированное решение также пред-
ставимо в форме X(t) = S(t)ζ + WA(t); здесь {S(t), t ≥ 0} — соответствующая
полугруппа операторов — K-конволюционная или n раз интегрированная [3]–[5].

Теперь об обобщенных решениях; сначала о решениях в пространствах абстракт-
ных распределений по временной переменной, затем о решениях в пространствах
стохастических распределений. Пусть D′(H) — пространство H-значных распре-
делений над пространством основных функций Л. Шварца D и D′

0(H) — про-
странство H-значных распределений с носителем на [0,∞). В пространстве рас-
пределений корректно определен Q-белый шум W ∈ D′

0(L2(Ω,H)) как обобщенная
производная по t от Q-винеровского процесса, продолженного нулем при t < 0:
⟨φ,W⟩ := −

∫∞
0 W (t)φ′(t) dt, φ ∈ D.

Задачу Коши (1), следуя [8], запишем в следующем виде:

P ∗X = δ ⊗ ζ +BW, P := δ′ ⊗ I − δ ⊗A , (5)

здесь P ∈ D′
0(L([domA],H)), [domA] — область определения оператора A с граф-

нормой ∥x∥[domA] = ∥x∥+ ∥Ax∥.
Распределение G ∈ D′

0(L(H, [domA])) называется обратным относительно
свертки с оператором P , если G∗P = δ⊗I[domA], P ∗G = δ⊗IH , где I[domA] и IH —
единичные операторы в [domA] и H, соответственно. В силу свойств распределения
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обратного к P относительно свертки, доказано (см., напр., [5]), что единственное
решение задачи Коши (5) имеет вид

X = G ∗ δζ +G ∗BW, X ∈ D′
0([domA]) ∩ D′

0(L2(Ω, [domA])). (6)

В частности, если A порождает полугруппу S класса C0, то G = S, где распределе-
ние S — это продолженные нулем при t < 0 операторы полугруппы S, и дляX имеет
место равенство ⟨φ,X⟩ =

∫∞
0 φ(t)S(t)ζ dt −

∫∞
0 φ′(t) dt

∫ t
0 S(t − s)BW (s) ds , φ ∈ D.

Если A порождает n раз интегрированную полугруппу, то

⟨φ,X⟩ = (−1)n
[ ∞∫

0

φ(n)(t)S(t)ζ dt−
∞∫
0

φ(n+1)(t) dt

t∫
0

S(t− s)BW (s)ds

]
. (7)

Для решения задачи Коши с генератором K-конволюционной полугруппы S, в
связи с необходимостью нахождения оператора, обратного к свертке с функцией
K(t), t ≥ 0, определяющей полугруппу, требуется более широкий класс распреде-
лений, так называемых ультрараспределений. Оператором, обратным относитель-
но свертки с функцией K(t), будет оператор бесконечного дифференцирования
Pult

(
d
dt

)
. В таком случае для решения обобщенной задачи Коши (5) в простран-

стве ультрараспределений D′
0,Mn

(H) имеет место следующее равенство:

⟨φ,X⟩ =
∞∫
0

P ∗
ult

(
d

dt

)
φ(t)S(t)ζ dt−

∞∫
0

P ∗
ult

(
d

dt

)
φ′(t) dt

t∫
0

S(t−s)BW (s)ds, φ ∈ DMn .

(8)

В заключение этого раздела рассмотрим задачу (1) в пространствах абстрактных
стохастических распределений (S)∗(H) и решение, обобщенное по случайной пере-
менной ω. Пусть (S ′,B(S ′), µ) — вероятностное пространство над пространством
S ′ распределений Шварца медленного роста. По аналогии с тройкой Гельфанда
S ⊂ L2(R) ⊂ S∗, для гильбертова пространства (L2)(H) := L2(S ′, µ;H) (см., напр.,
[7], [5]) строится цепочка пространств (S)(H) ⊂ ... ⊂ (Sp)(H) ⊂ ... ⊂ (L2)(H) ⊂ ... ⊂
(S−p)(H) ⊂ ... ⊂ (S)∗(H), где элементы пространств (Sp)(H) и (S−p)(H) опреде-
ляются в соответствии с поведением (убыванием или возрастанием, соответствен-
но) коэффициентов Фурье в разложении по стохастическим полиномам Эрмита

hα(ω) :=
∞∏
i=1

hαi(⟨ξi, ω⟩), ω ∈ S ′, α ∈ T , где ξi(x) = π−
1
4 ((i − 1)!)−

1
2 e−

x
2 hi−1(

√
2x) —

функции Эрмита, hi(x) = (−1)ie
x2

2
di

dxi
e−

x2

2 — полиномы Эрмиты, и T — множество
всевозможных конечных мультииндексов.

H-значный Q-винеровский процесс {W (t), t ≥ 0}, определяемый в H рядом
W (t) =

∑∞
k=1 σkβk(t)ek , в пространствах стохастических распределений имеет вид:

W (t) =
∑
i,j∈N

σj

t∫
0

ξi(s) ds(hϵn(i,j)
ej) =

∞∑
n=1

σj(n)

 t∫
0

ξi(n)(s) dsej(n)

hϵn
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и принадлежит (L2)(H). Кроме того, в этих пространствах определен Q-белый шум:

W(t) =
∑
i,j∈N

σjξi(t)(hϵn(i,j)
ej) =

∑
n∈N

σj(n)Wϵn(t)hϵn ∈ (S)∗(H), (9)

где Wϵn(t) := ξi(n)(t)ej(n) и n(i(n), j(n)) = n, и, более того, сингулярный белый шум:

W(t) =
∑
i,j∈N

ξi(t)(hϵn(i,j)
ej) =

∑
n∈N

Wϵn(t)hϵn ∈ (S)∗(H). (10)

Обобщенное (по ω) решение задачи Коши (1) с W(t) ∈ (S)∗(H) строится следующим
образом [5].

Теорема 2. Пусть A — генератор полугруппы класса C0 {S(t), t ≥ 0} в гильбер-
товом пространстве H; пусть B ∈ L(H,H) и W — белый шум (Q-белый шум (9)
или сингулярный белый шум (10)). Тогда для любого ζ =

∑
α
ζαhα ∈ (domA)

X(t) =
∑
α

Xα(t)hα ∈ (S)∗(H), t ≥ 0, (11)
где

Xα(t) =

{
S(t)ζϵn +

∫ t
0 S(t− s)BWϵn(s) ds, α = ϵn

S(t)ζα, α ̸= ϵn
,

является единственным решением задачи Коши (1) в (S)∗(H).

Связь между слабыми и обобщенными по t решениями

В условиях существования каждого из решений докажем совпадение решений
обобщенной задачи Коши (5) со слабыми решениями задачи Коши (2).

Теорема 3. Пусть оператор A — генератор полугруппы {S(t), t ≥ 0} класса
C0. Тогда слабое решение является решением обобщенной задачи Коши (5), где
Q-белый шум W является обобщенной производной Q-винеровского процесса W .
Обратно, обобщенное решение, определяемое равенством (6), является слабым ре-
шением задачи Коши (2).

Доказательство. Проверим, что слабое решение задачи Коши в смысле Ито, опре-
деляемое процессом {X(t) = S(t)ζ+

∫ t
0 S(t−s)B dW (s), t ≥ 0} и продолженное нулем

при t < 0, удовлетворяет уравнению (5) для любой H-значной F0-измеримой слу-
чайной величины ζ. Для этого домножим X на функцию φ ∈ D и проинтегрируем
по t от нуля до бесконечности. Из равенства интегралов

∞∫
0

W (t)φ′(t) dt =

∞∫
0

φ(t) dW (t) (12)

(которое следует из обобщения формулы Ито на бесконечномерный случай) полу-
чаем, что для слабого решения (для п.в. ω) имеет место равенство :
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⟨φ,X⟩ = ⟨φ, Sζ⟩ − ⟨φ′,

t∫
0

S(t− s)BW (s)ds⟩. (13)

Равенство (13) может быть записано следующим образом

⟨φ,X⟩ = ⟨φ,Sζ⟩ − ⟨φ′,S ∗BW ⟩ = ⟨φ,Sζ⟩+ ⟨φ,S ∗BW⟩, (14)

где (регулярное) распределение S ∈ D′
0(L(H, [domA])) получено продолжением ну-

лем при t < 0 операторов полугруппы S(t), t ≥ 0. Равенство (14) означает, что
продолженный нулем при t < 0 процесс {X(t) = S(t)ζ + WA(t), дающий слабое
решение задачи Коши в смысле Ито (2), совпадает с обобщенным решением задачи
(5), определяемым равенством (6) при G = S:

⟨φ,X⟩ =
∞∫
0

φ(t)S(t)ζ dt−
∞∫
0

φ′(t) dt

t∫
0

S(t− s)BW (s) ds, φ ∈ D.

Обратно, если идти снизу вверх из равенств (14)–(13) следует, что обобщенное
решение Sζ+S∗BW задачи (5) в случае генератора полугруппы класса C0 совпадает
со слабым решением X(t) = S(t)ζ +WA(t), t ≥ 0, задачи (2). �

Анализируя конструкцию построенных решений и проведенное исследование свя-
зи между обобщенным и слабым решениями, мы видим, что в случае генератора
полугруппы операторов {S(t), t ≥ 0} класса C0, образующих операторы решения
соответствующей однородной задачи, сумма двух слагаемых S(t)ζ +WA(t), t ≥ 0,

является слабым решением для любой H-значной F0-измеримой случайной вели-
чины ζ за счет того, что не требуется применять оператор A ни к S(t)ζ, ни к WA(t),
— вместо этого оператор A∗ применяется к элементам y ∈ domA∗. Обобщенным
решением эта же сумма является за счет равенства (12), из которого следует, что
действие оператора A "смягчается" действием основных функций φ. Более кон-
кретно, в силу свойств операторов полугруппы {S(t), t ≥ 0} действие оператора A
переходит в операцию дифференцирования по t, которая по свойствам обобщенно-
го дифференцирования перебрасывается на основную (бесконечно дифференцируе-
мую) функцию φ. Более того, за счет основных функций мы получаем обобщенное
решение со значениями в [domA].

Для случая n раз интегрированных и K-конволюционных полугрупп покажем,
что обобщенное решение совпадает, соответственно, с n-й производной от n раз
интегрального решения и некоторой ультрадифференциальной производной от K-
конволюционного решения (при тех же условиях на ζ и W ).

Теорема 4. Пусть оператор A — генератор n раз интегрированной полугруппы
S. Тогда n-ая обобщенная производная слабого n интегрального решения X(t) =
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S(t)ζ +
∫ t
0 S(t − s)B dW (s) является решением обобщенной задачи Коши (5). Об-

ратно, решение обобщенной задачи (5) является n-ой производной слабого n инте-
грального решения.

Доказательство. Пусть X(t) = S(t)ζ +
∫ t
0 S(t − s)B dW (s), t ≥ 0 — слабое n инте-

гральное решение, продолженное нулем при t < 0, тогда

⟨φ,X(n)⟩ = (−1)n
[ ∞∫

0

φ(n)(s)S(s)ζ ds +

∞∫
0

φ(n)(t) dt

t∫
0

S(t− s)B dW (s)

]
=

= (−1)n
[ ∞∫

0

φ(n)(t)S(t)ζ dt−
∞∫
0

φ(n+1)(t) dt

t∫
0

S(t− s)BW (s)ds

]
, φ ∈ D.

Следовательно, в силу равенства (7), распределение X(n) является обобщенным
решением задачи (5) (для п.в. ω). Из полученных равенств, свойств свертки и опре-
деления белого шума следует и обратное утверждение. �

Теорема 5. Пусть оператор A — генератор K-конволюционной полугруппы
{S(t), t ≥ 0}. Тогда процесс Pult

(
d
dt

)
X(t), t ≥ 0, где X — слабое K-конволюционное

решение (8), является решением обобщенной задачи Коши (5). Обратно, обоб-
щенное решение задачи (5) является результатом действия оператора ультра-
дифференцирования Pult

(
d
dt

)
на слабое K-конволюционное решение.

Доказательство. Пусть X(t) = S(t)ζ +
∫ t
0 S(t − s)B dW (s), t ≥ 0 — слабое K-

конволюционное решение. Применим к процессу X, продолженному нулем при
t < 0, оператор ультрадифференцирования Pult

(
d
dt

)
. Получим

⟨φ,Pult
(
d

dt

)
X⟩ = ⟨P ∗

ult

(
d

dt

)
φ(t), X(t)⟩ =

t∫
0

P ∗
ult

(
d

dt

)
φ(t)S(t)ζ dt

−
t∫

0

P ∗
ult

(
d

dt

)
φ′(t) dt

t∫
0

S(t− s)BW (s)ds. (15)

Таким образом,в силу равенства (8), получаем, что Pult
(
d
dt

)
X является обобщенным

решением задачи (5). Из равенств (15) следует и обратное утверждение. �

Связь между слабыми и обобщенными по ω решениями

Рассмотрим решение (11), полученное для стохастической задачи Коши в про-
странствах стохастических распределений (S)∗(H) с оператором A — генератором
полугруппы класса C0, с Q-белым шумом W и начальным условием ζ ∈ (domA).
Как было отмечено ранее, решение в этих пространствах может быть получено для
задачи с сингулярным белым шумом, а не только Q-белым шумом, но, тем не менее,
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с начальным условием только из области определения оператора A. Покажем, что
обобщенное по ω решение совпадает со слабым решением при условии существова-
ния каждого из них.

Теорема 6. Пусть A — генератор полугруппы класса C0, ζ ∈ (domA), и W — Q-
винеровский процесс. Тогда обобщенное по ω решение и слабое решение совпадают.

Доказательство. Решение, определяемое равенством (11), может быть записано в
следующем виде: X(t) = Sζ +

∫ t
0 S(t− s)BW(s) ds, t ≥ 0, где

t∫
0

S(t− s)BW(s) ds :=
∑
i,j∈N

σj

t∫
0

Ψ(s)ejξi(s) dshϵn(i,j)
. (16)

Отсюда следует, что в рассматриваемом нами случае для доказательства теоре-
мы достаточно показать, что интеграл, определяемый равенством (16), совпадает с
интегралом Ито:

t∫
0

S(t− s)B dW (s) =

t∫
0

S(t− s)BW(s) ds. (17)

В первую очередь покажем, что сумма (16) принадлежит пространству (L2)(H) =

L2(S ′, µ; H). Этот результат следует из равенств:

∑
i,j∈N

σ2j

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)Bejζi(s) ds

∥∥∥∥∥∥
2

H

=
∑
j,k∈N

∑
i∈N

 t∫
0

ζi(s) (σjS(t− s)Bej , gk)H ds

2

=
∑
j,k∈N

∥∥∥1[0,t](σjS(t− ·)Bej , gk)2L2(R)

∥∥∥
=
∑
j,k∈N

t∫
0

|(S(t− ·)BQ
1
2 , gk)H |2 ds =

∑
j∈N

t∫
0

∑
k∈N

(S(t− ·)BQ
1
2 ej , gk)

2
H ds

=

t∫
0

∑
j∈N

∥S(t− s)BQ
1
2 ej∥2H ds =

t∫
0

∥S(t− s)B∥2HS ds.

Здесь {gk} — ортонормированный базис в H. Доказательство равенства интегралов
(17) в пространстве (L2)(H) проведем для элементарных функций с последующим
переходом к пределу. Покажем (17) на элементарных функциях Ψn(s), приближа-
ющих S(t− s)B:

t∫
0

Ψn(s)W(s) ds =
∑
i,j∈N

σj

t∫
0

Ψn(s)ejξi(s) dshϵn(i,j)
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=
∑
i,j∈N

σj

N−1∑
k=0

tk∫
tk−1

Ψnkξi(s) ds ejhϵn(i,j)
=

N−1∑
k=0

Ψnk

∑
i,j∈N

σj

tk∫
tk−1

ξi(s) ds ejhϵn(i,j)

=

N−1∑
k=0

Ψnk [W (tk)−W (tk−1)] =

t∫
0

Ψn(t) dW (t).

Переходя к пределу при n→ ∞, получим (17). Отсюда следует, что обобщенное по
ω и слабое решения совпадают при условии их существования. �

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований, грант № 13-01-00090.
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Слабкi та узагальненi розв’язки абстрактної стохастичної задачi Кошi
У работi розглядаються три види розв’язкiв (слабкий, узагальнений за

змiнною часу та узагальнений за випадковою змiнною) нескiнченовимiр-
ної стохастичної задач Кошi X ′(t) = AX(t) + BW(t), t ≥ 0, X(0) = ζ, де
A, у загальному випадку є генератором регулярiзованої пiвгрупи у деяко-
му гiльбертовому просторi H, а W — бiлий шум у деякому гiльбертовому
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просторi H, B ∈ L(H,H). Дослiдженi властивостi зазаначених розв’язкiв
та зв’язки мiж ними.

Ключовi слова: бiлий шум, вiнеровський процес, узагальнений, слабкий, регу-
лярiзований розв’язок, розподiл, пiвгрупа операторiв.

Weak and generalized solutions of the abstract cauchy problem We
consider three types of solutions (weak, generalized with respect to t and with
respect to a random variable) for the infinite dimensional stochastic Cauchy
problem X ′(t) = AX(t) + BW(t), t ≥ 0, X(0) = ζ, with A being the generator
of a regularized semigroup in a Hilbert space H and a white noise W in another
Hilbert space H, B ∈ L(H, H). It is proved coincidence of the solutions under
the conditions they exist.

Keywords: white noise, Wiener process, generalized, weak, regularized solution,
distribution, semigroup of operators.


