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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

В работе получена оценка одной оператор-функции, возникающей при ис-
следовании нормальных колебаний частично диссипативной гидросисте-
мы, содержащей сжимаемые компоненты.
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Введение

В предлагаемой работе получена оценка одной оператор-функции, возникающей
при исследовании нормальных колебаний частично диссипативной гидросистемы,
содержащей сжимаемые компоненты.

Постановка задачи

В работе [1] рассмотрена задача о малых движениях и нормальных колебани-
ях гидросистемы, состоящей из несмешивающихся идеальной сжимаемой и вязкой
несжимаемой жидкостей, которые целиком заполняют ограниченный сосуд произ-
вольнй формы. В процессе исследования возникает необходимость асимптотической
оценки для некоторой оператор-функции. Эта оценка и будет приведена ниже.

Рассмотрим оператор-функцию

T (λ) := λHY (c2I + λ2A−1)−1Y ∗H∗. (1)

Здесь введенные операторы имеют вид:

H = P
1
2Q, H∗ = ΓP−

1
2 , Y = −γA−

1
2 , Y ∗ = A

1
2T. (2)

Определения введенных операторов, множеств и пространств, в которых эти опе-
раторы действуют, приведены в работе [1] и в монографии [2].
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Основная теорема

В этом разделе мы сформулируем и докажем основную теорему об асимптотиче-
ской оценке при λ→ ∞ оператор-функции T (λ).

Теорема 1. Оператор-функция T (λ) обладает свойством:

T (λ) = o(1), при λ→ ∞, λ ∈ Λ(ε,R). (3)

Доказательство. Оно основано на использовании леммы Г.В.Радзиевского (см.
[3]), в частности, на свойстве

lim
η→∞

sup
|λ|>η

|λ|β‖(I − λH)−1HβT‖ = 0, (4)

при выполнении условий

λ ∈ Λ(ε,R), 0 ≤ H ∈ S∞, T ∈ S∞, 0 ≤ β < 1.

Кроме того, мы будем использовать элементы теории шкал гильбертовых про-
странств.

Построим по оператору A шкалу пространств

Eα := D(Aα), −1 ≤ α ≤ 1.

Тогда:

E0 = L2,Ω2 = L2(Ω2)	 {1Ω2}, E1/2 = H1
Ω2

= D(A1/2), E1 = D(A).

Докажем теперь, что операторы A3/4T : H−1/2(Γ) → E−1/4, и γA−1/4 :

E−1/4 → H1/2 ограниченны и взаимно сопряжены.
В самом деле, исходя из свойств решений первой и второй вспомогательных за-

дач, имеет место равенства:

〈γA−1/2ϕ,ψ〉L2(Γ) = (ϕ,A1/2Tψ)L2(Ω2) = 〈A−1/4ϕ,A3/4Tψ〉L2(Ω2), (5)

∀ϕ ∈ L2,Ω2 , ψ ∈ H
−1/2
Γ := (H

1/2
Γ )∗, H

1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Ω2 .

Положим в равенстве (5) A−1/4ϕ = ϕ̂ ∈ E1/4 (если ϕ пробегает всё E0 = L2,Ω2 ,
то ϕ̂ пробегает всё E1/4), тогда:

〈γA−1/2ϕ̂, ψ〉L2(Γ) = 〈ϕ̂, A3/4Tψ〉L2(Ω2), ∀ψ ∈ H
−1/2
Γ , ∀ϕ̂ ∈ E1/4. (6)

Отсюда, по общему определению сопряженного оператора, действующего из од-
ного пространства в другое, получаем, что,

во-первых, A3/4T— ограниченный оператор из H−1/2Γ в E−1/4, так как A1/2T —
ограниченный оператор из H−1/2Γ в E0, а A3/4 = A1/4(A1/2T ) — ограниченный опе-
ратор из H−1/2Γ в E−1/4, поскольку A1/4 : E0 → E−1/4 ограничен (из теории шкал),
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во-вторых из (6) следует, что поскольку:

(γA−1/4)∗ = A3/4T, γA−1/4 : E1/4 → H
1/2
Γ

и нормы сопряженных операторов совпадают, то оператор γA−1/4 — тоже ограни-
чен.

В дальнейшем в качестве основного выберем пространство E−1/4.
Так как пространства ~J0,S(Ω1) и E−1/4 сепарабельны, то между ними имеет место

изометрический изоморфизм, точнее, можно считать, что:

~J0,S(Ω1) = V E−1/4, V −1 ~J0,S(Ω1) = E−1/4, V V −1 = I(в ~J0,S(Ω1)).

Тогда оператор-функцию T (λ) можно переписать в виде:

− T (λ)c2 = λV {
(
V −1PQJ∗γA−1/4

)(
I + iλc−1A−1/2

)−1
A−1/4·(

I − iλc−1A−1/2
)−1

A−1/4
(
A3/4TJΓP−1/2V

)
}V −1 (7)

Здесь J : H
1/2
Γ → (H

1/2
Γ )∗ — оператор вложения, являющийся по теореме Гальяр-

до вполне непрерывным. Имеем в итоге набор ограниченных операторов, действу-
ющих указанным ниже образом:

V : E−1/4 → ~J0,S(Ω1); P−1/2 : ~J0,S(Ω1) → ~J1
0,S(Ω1);

Γ : ~J1
0,S(Ω1) → H

1/2
Γ ; J − вполне непрерывный из H1/2

Γ в (H
1/2
Γ )∗;

T : (H
1/2
Γ )∗ → H1

Ω2
; A1/2 : H1

Ω2
→ E0, A1/4 : E0 → E−1/4.

Поэтому F :=
(
A3/4TJΓP−1/2V

)
, F : E−1/4 → E−1/4 — вполне непрерывный

оператор, Кроме того, F ∗ :=
(
V −1PQJ∗γA−1/4

)
— вполне непрерывный оператор.

С учетом новых обозначений имеем новое выражение для оператор-функции
T (λ):

c2T (λ)

λ
= V

(
F ∗A−1/4

(
I + iλc−1A−1/2

)−1 (
I − iλc−1A−1/2

)−1
A−1/4F

)
V −1.

По лемме Г.В.Радзиевского имеем (для пространства E−1/4, где оператор A−1 по-
ложителен и вполне непрерывен):

||
(
I − iλc−1A−1/2

)−1
A−1/4F || = ||F ∗A−1/4

(
I + iλc−1A−1/2

)−1
|| = o(λ1/2),

при λ→ ∞ и λ ∈ Λ(ε,R).

Из этого равенства и структуры изучаемой оператор-функции следует утвержде-
ние теоремы о поведении оператор-функции T (λ) на бесконечности. Доказатель-
ство закончено.
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В роботi дослiджена асимптотична поведiнка деякої оператор-функцii
на нескiнченностi.
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