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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ ПРИ
РАСПРОСТРАНЕНИИ ЗАХВАЧЕННЫХ

ТОПОГРАФИЧЕСКИХ ВОЛН НА НЕОДНОРОДНОМ
ТЕЧЕНИИ

Асимптотическим методом многомасштабных разложений исследуют-
ся нелинейные эффекты при распространении захваченных топографиче-
ских волн при наличии вертикально-неоднородного среднего течения. Ис-
следуется влияние течения на дисперсионные свойства волн. Определяет-
ся среднее течение, индуцированное волной, во втором порядке малости
по амплитуде волны.

Введение

Исследование динамических процессов в придонном слое моря имеет актуальное
значение в связи с освоением ресурсов моря: разведкой и добычей полезных иско-
паемых, строительством буровых платформ, донных транспортных магистралей и
трубопроводов. Важный вклад в динамику придонного слоя вносят волновые про-
цессы. Влияние поверхностных волн проявляется до глубин, составляющих полови-
ну длины волны, на больших глубинах преобладает влияние внутренних и топогра-
фических волн. Баротропные топографические волны, типа захваченных берегом
шельфовых и волн Кельвина, достаточно хорошо изучены [1] - [3]. Исследование
бароклинных топографических волн сталкивается с трудностями разделения гори-
зонтальной и вертикальной структуры движений из-за наклона дна [4] - [7]. При
малом наклоне дна возможно разделение на моды колебаний при условии учёта
наклона дна в граничном условии [7], [8]. Энергия бароклинных топографических
волн в коротковолновом приближении в стратифицированном море сконцентриро-
вана у дна, т.е. волны захватываются дном [7], [8].
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Нелинейные эффекты при распространении как внутренних, так и захваченных
топографических волн проявляются в генерации средних течений [9] - [12]. В насто-
ящей работе определяются средние течения, индуцируемые волной за счёт нелиней-
ности при наличии среднего вертикально - неоднородного течения, направленного
вдоль изобат. При этом исследуется влияние среднего течения на дисперсионные
характеристики захваченных топографических волн.

Постановка задачи

Рассматриваются свободные захваченные наклонным дном топографические вол-
ны над плоским склоном при наличии среднего течения направленного вдоль изо-
бат. Система нелинейных уравнений гидродинамики решается асимптотическим ме-
тодом многомасштабных разложений. В первом порядке малости по крутизне волны
находятся решения линейного приближения и дисперсионное соотношение. Во вто-
ром порядке малости по крутизне волны среднее течение, индуцируемое волной за
счёт нелинейности.

Исходная система уравнений движения для волновых возмущений в приближе-
нии Буссинеска с учетом вращения Земли имеет вид:

ut + uux + vuy + wuz + U0ux + wU0z − fv = −Px

ρ0

vt + uvx + vvy + wvz + U0vx + fu = −Py

ρ0

wt + uwx + vwy + wwz + U0wx = −Pz

ρ0
− gρ

ρ0

ρt + uρx + vρy + wρz + U0ρx + w
dρ0

dz
= 0

ux + vy + wz = 0

(1)

где u, v, w — компоненты волновых возмущений скорости, ρ, P — волновые воз-
мущения плотности и давления; ρ0(z) — средняя невозмущенная плотность. Ось x
направлена вдоль изобат, ось y направлена в сторону уменьшения глубины, ось z
направлена вертикально вверх. Систему уравнений (1) необходимо дополнить гра-
ничными условиями "твердой крышки"на наклонном дне (~u ·~n) |z=0 = 0 и "свобод-
ной поверхности"на поверхности моря:

−P + gρ0ξ = 0,
∂ξ

∂t
= w (2)
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Решение системы (1) в линейном приближении (вертикальная ось направлена
вверх) будем искать в виде:

w = w1(z)eikx−iσt + k.c., u = u1(z)eikx−iσt + k.c., v = v1(z)eikx−iσt + k.c.

ρ = ρ1(z)eikx−iσt + k.c., P = P1(z)eikx−iσt + k.c.
(3)

где к.с.- комплексно сопряженные слагаемые, k — волновое число, σ — частота
волны. Подставляя (3) в систему (1) получим связь амплитудных функций u1, w1,
v1, ρ1, P1 и уравнение для w1(z) в линейном приближении:

u1 =
iw1z

k
, Ω = σ − kU0

v1 =
fw1z

kΩ
, ρ1 =

iw1
dρ
dz

−Ω
,

P1

ρ0
=
iw1z

k2

Ω2 − f2

Ω

w1zz −
f2kU0zw1z

Ω(Ω2 − f2)
+ w1

Ω

Ω2 − f2

[
k2N

2 − Ω2

Ω
+ kU0zz

]
= 0

(4)

Уравнение (4) следует дополнить граничными условиями, следующими из (2):

w1z =
(gk2 − kU0zΩ)w1

Ω2 − f2
− при z = H

f

Ωk
tan γw1z = w1 − при z = 0

(5)

Результаты расчётов

Краевая задача (4), (5) решалась численно по неявной схеме Адамса третьего
порядка точности для частоты Брента - Вяйсяля и профиля среднего течения, по-
казанных на рис. 1, 2.

Уклон дна на полигоне измерений в Норвежском море составлял 30. Глубина
1700 метров. Направление изобат составляло 600 с зональным направлением. Для
исследования влияния среднего течения краевая задача (4), (5) решалась так же
при отсутствии течения, т. е. при U0 = 0. График нормированных амплитуд трех
компонент скорости для 28 часовых захваченных топографических волн показан
на рис. 3, 4, 5.

Для определения средних течений, индуцированных волной за счет нелинейно-
сти, осредним исходные уравнения гидродинамики (1) для волновых возмущений
по периоду волны, в предельном случае слабонелинейной плоской волны, когда
масштаб огибающей волнового пакета существенно больше инерционного периода,
получим:

ū = − 1

f

du2u3

dz
= − 2

ωk

d

dz

(
w0
dw0

dz

)
|A2|ε2,



Нелинейные эффекты при распространении захваченных топографических волн... 27

ū1инд = − 1

f

∂vw

∂z
= − 1

kΩ

[
2w1H

d2w1H

dz2
+ 2

(
dw1H

dz

)2
]
,

где wH - нормированное решение краевой задачи (4), (5). Вертикальное распреде-
ление скорости индуцированного среднего течения показано на рис. 6.

Волновой горизонтальный поток массы определяется по формуле:

uρ(z) =
ρ0N

2

gkΩ
(w1HZw

∗
1H + w∗1HZw1H)

Вертикальное распределение этого потока показано на рис. 7.

Рис. 1. Вертикальный профиль средней частоты Брента-Вяйсяля.

Рис. 2. Профиль скорости среднего течения, направленного вдоль изобат.
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Рис. 3. Вертикальное распределение амплитуды компоненты u го-
ризонтальной скорости.

Рис. 4. Вертикальное распределение амплитуды компоненты v го-
ризонтальной скорости.

Рис. 5. Вертикальное распределение амплитуды компоненты w го-
ризонтальной скорости.

Сравнение волновых потоков uρ(z) и ρ0ū1инд показывает, что второй поток на
4 порядка превышает первый, т. е. индуцированное за счет нелинейности среднее
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Рис. 6. Вертикальное распределение скорости индуцированного
среднего течения.

Рис. 7. Вертикальное распределение волнового горизонтального
потока массы.

течение вносит определяющий вклад в волновой массоперенос. С целью изучения
влияния среднего течения на дисперсионные кривые захваченных топографических
волн делался расчет при отсутствии течения, когда течение направлено в положи-
тельном направлении оси Х (рис. 2) и для противоположно направленного течения
(рис. 8). Дисперсионные кривые для всех трех случаев показаны на рис. 9. Сплош-
ная кривая соответствует случаю отсутствия течения, синяя кривая соответствует
положительному течению, направленному вдоль изобат в положительном направ-
лении оси Х, зеленая кривая - отрицательному течению.

Длина волны при фиксированном периоде на отрицательном течении меньше,
чем при отсутствии течения и при наличии положительного течения. Делался рас-
чёт скорости индуцированного за счёт нелинейности среднего течения при отсут-
ствии течения (при U0 = 0, рис. 10).
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Рис. 8. Вертикальный профиль среднего отрицательного течения.

Рис. 9. Дисперсионные кривые захваченных топографических волн
с течением, без течения, с отрицательным течением.

Рис. 10. Вертикальное распределение скорости индуцированного
среднего течения при U0 = 0.

Сравнение рис. 6 и рис. 10 показывает, что учёт среднего течение приводит к
заметному изменению картины индуцированного за счёт нелинейности течения.
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Выводы

В работе исследовались захваченные топографические волны над наклонным
дном при реальной стратификации и среднем течении, направленном вдоль изо-
бат. Изучались дисперсионные свойства этих волн. Получена зависимость периода
волны от длины волны. Показано, что фазовая скорость направлена таким обра-
зом, что более мелкая вода остается справа. Когда течение направленно в положи-
тельном направлении оси Х, длина волны при фиксированном периоде больше при
наличии течения, чем при его отсутствии. Длина волны при фиксированном пери-
оде на отрицательном течении меньше, чем при отсутствии течения и при наличии
положительного течения. Определены средние течения индуцированные волной за
счет нелинейности. Показано, что определяющий вклад в волновой массоперенос
вносит это индуцированное течение, т. к. волновой поток ρ0ū1инд существенно пре-
вышает поток uρ(z).
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