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ПРОИЗВОДНОЙ РИССА

В работе построен модуль непрерывности, соответствующий производ-
ной Рисса. Изучены его свойства в пространствах Lp 2π-периодических
функций c 1 ≤ p ≤ +∞. Доказаны прямая оценка типа Джексона, обрат-
ная оценка типа Бернштейна и эквивалентность K-функционалу, соот-
ветствующему производной Рисса.
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Введение

Модуль гладкости является классическим средством описания гладкости функ-
ции. Концепция модуля гладкости находит множество приложений в теории ап-
проксимации, теории функциональных пространств и других областях современ-
ного анализа. Напомним (см., например, [2]), что модулем гладкости k-го порядка
(k ∈ N) в пространстве Lp[0, 2π), p ≥ 1, называется величина

ωk(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥
k∑
ν=0

(−1)k−νCνkf(x+ νh)

∥∥∥∥∥
p

, f ∈ Lp δ ≥ 0 , (1)

где

Cνk =
k(k − 1) . . . (k − ν + 1)

ν !
. (2)

Конструкция (1) может быть обобщена, если натуральный параметр k заменить
на вещественный неотрицательный параметр α, а конечную сумму в (1) заменить
на бесконечную сумму по всем неотрицательным целым значениям. Полученные
таким путем модули гладкости изучались многими авторами, в частности Б.В. Си-
моновым, С.Ю. Тихоновым и М.К. Потаповым [10]. Для них были доказаны прямая
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оценка типа Джексона, обратная оценка типа Бернштейна и теорема об эквивалент-
ности K-функционалу, соответствующему производной Вейля.

Вместе с тем, список существующих модулей гладкости должен быть суще-
ственно пополнен даже в одномерном случае. Действительно, для многих K-
функционалов и аппроксимационных методов модули, упоминавшиеся выше, не
годятся с точки зрения их эквивалентности K-функционалу и аппроксимацион-
ной ошибки данного метода. K-функционал, соответствующий производной Рисса,
дает простейший пример. Качество аппроксимации средними Фейера может быть
полностью описано в терминах K-функционала. С другой стороны, аппроксима-
ционная ошибка средних Фейера не эквивалентна ни одному из рассматриваемых
ранее модулей гладкости.

В работе К.В. Руновского и Х.-Ю. Шмайссера [8] введен модуль непрерывности,
соответствующий производной Рисса

ω(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥ 4

π2

∑
ν∈Z

f(x+ (2ν + 1)h)

(2ν + 1)2
− f(x)

∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (3)

Получены прямая оценка типа Джексона, обратная оценка типа Бернштейна и тео-
рема об эквивалентности K-функционалу, соответствующему производной Рисса.

В данной статье на основании методики, разработанной в [8] предлагается моди-
фикация модуля (3)

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥∥ 3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
− f(x)

∥∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (4)

Основными результатами статьи являются доказанные для модуля (4) прямая
оценка типа Джексона, теорема об эквивалентности K-функционалу, соответству-
ющему производной Рисса и обратная оценка типа Бернштейна (Теоремы 2, 3 и 4
соответственно). Таким образом, мы показываем, что модуль непрерывности (3) –
не единственный модуль, обладающий такими свойствами.

Определения, обозначения и предварительные сведения

Как обычно, Lp ≡ Lp([0, 2π)), где 1 ≤ p < +∞, есть пространство измеримых
вещественнозначных 2π-периодических функций f(x), для которых

‖ f ‖p =

 2π∫
0

|f(x)|p dx

1/p

< +∞ ,

и C ≡ C([0, 2π)) (p = +∞) есть пространство непрерывных вещественнозначных
2π-переодических функций f(x), снабженное нормой Чебышева
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‖ f ‖∞ = max
x∈R

|f(x)| .

Как обычно, коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 заданы формулой:

f∧(k) = (2π)−1

2π∫
0

f(x) e−ikx dx , k ∈ Z .

Преобразование Фурье функции f ∈ L1(R) будем обозначать через f̂(ξ):

f̂(ξ) =

∫
R

f(x) e−ixξ dx , ξ ∈ R .

Аппроксимативные свойства функций будем мерить с помощью наилучших при-
ближений:

En(f)p = inf
t∈Tn

‖ f − t ‖p , n ∈ N0 ,

где Tn - пространство тригонометрических полиномов степени не выше n.
Следуя [4], [5], назовем функцию ϕ(x) генератором, если она определена на R,

является вещественно- или комплекснозначной и удовлетворяет следующим усло-
виям:

• ϕ имеет компактный носитель (r(ϕ) = sup{ | ξ | : ξ ∈ suppϕ } < +∞);
• ϕ(−ξ) = ϕ(ξ) для любого ξ ∈ R;
• ϕ(0) = 1;
• ϕ непрерывна.

Класс генераторов будем обозначать через K. Любая функция ϕ ∈ K порождает
ядро

W0(h) ≡ 1 , Wσ(h) =
∑
k∈Z

ϕ

(
k

n

)
eikh , n ∈ N , (5)

и средние

F (ϕ)
n (f ;x) = (2π)−1

2π∫
0

f(h)Wn(ϕ)(x− h) dh . (6)

Отметим, что средние Фейера являются частным случаем (2), когда функция
ϕ(ξ) = ( 1 − | ξ | )+ ( a+ = max(a, 0) ). В данной статье будем обозначать средние
Фейера символом Fn.

Символом Pϕ будем обозначать множество {p ∈ (0,+∞] : ϕ̂ ∈ Lp(R)}.
Согласно определению, производная Рисса является линейным оператором кор-

ректно определенном на множестве всех тригонометрических полиномов

(eikx)〈
′〉 = | k | eikx , k ∈ Z . (7)
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Производная Рисса порождает K-функционал

K〈′〉(f, δ)p = inf
g ∈ W̃ 1

p

{
‖ f − g ‖p + δ ‖ g〈′〉 ‖p

}
, f ∈ Lp , δ ≥ 0 , (8)

где пространство W̃ 1
p состоит из функций, таких что сама функция и ее сопряжен-

ная принадлежат пространству Соболева W 1
p .

Более полная информация по производной Рисса, пространствам W̃ 1
p и K-

функционалам (4) может быть найдена в [1], [3], [6], [7], [5].
Запись A(f, n) � B(f, n) будет обозначать одновременное выполнение двух нера-

венств

c1B(f, n) ≤ A(f, n) ≤ c2B(f, n),

где константы c1 и c2 не зависят от f и n.
Далее в работе символами c, c1, c2, c

′, c′′ и т.д. будем обозначать константы, не
зависящие от f и n. В разных формулах они могут быть разными.

Модуль непрерывности и его элементарные свойства

Рассмотрим модуль непрерывности, который определяется следующим образом:

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

∥∥∥∥∥∥ 3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
− f(x)

∥∥∥∥∥∥
p

, δ ≥ 0 . (9)

Введем операторы:

T̂hf(x) =
3

π2

∑
ν 6=0

f(x+ νh)

ν2
, h ∈ R , (10)

∆̂h = T̂h − I , (11)

где I – единичный оператор.
Тогда модуль (9) может быть записан в виде

ω̂(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

‖ ∆̂hf(x) ‖p , δ ≥ 0 . (12)

Следует отметить, что коэффициенты в представлении ∆̂h связаны с коэффици-
ентами Фурье 2π-периодической функции

θ(x) =
3

2π2
x2 − 3

π
x

соотношением

∆̂hf(x) =
∑
k∈Z

θ(hk) f∧(k) eikx , (13)
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которое несложно проверить непосредственным вычислением.
Простейшие свойства введенного модуля непрерывности, доказательства кото-

рых очевидны, даны в следующей лемме.

Лемма 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда T̂h и ∆̂h, h ∈ R, линейные ограниченные
операторы в Lp и

‖ T̂h ‖(p) ≤ 1 , h ∈ R , (14)

‖ ∆̂h ‖(p) ≤ 2 , h ∈ R , (15)

ω̂(f, δ)p ≤ 2 ‖ f ‖p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (16)

Отметим также, что в силу (13) и учитывая определение производной Рисса,
будем иметь для произвольного тригонометрического полинома t(x)

lim
h→ 0

∆̂ht(x)

h
= lim

h→ 0

∑
| k | ≤n

θ(hk)

h
t∧(k) eikx =

= lim
h→ 0

∑
| k | ≤n

(
3

2π2
(h2k2)

1

h
− 3

π
h| k |1

h

)
t∧(k) eikx =

= − 3
π

∑
| k | ≤n

| k | t∧(k) eikx =

= −(3/π)t〈
′〉(x) ,

(17)

где n – порядок тригонометрического полинома t(x). Из (17) получаем, для произ-
водной Рисса

(·)〈′〉 = −(π/3) lim
h→ 0

T̂h − I

h
(18)

по крайней мере на множестве тригонометрических полиномов.

Основные свойства

Пусть m ≥ 2 и m ∈ Z. Символом θm(ξ) обозначим 2π-периодическую четную
функцию, заданную на (0, π) формулой

θm(ξ) =
θ(mξ)

θ(ξ)
. (19)

Очевидно, что

θm(ξ) =

m∑
j=1

fj(x)

θ(x)
, 0 < ξ < π , (20)
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где

fj(x) =


aj(m)x2 + bj(m)x+ cj(m), x ∈ [αj , αj+1]

0, x /∈ [αj , αj+1].

(21)

Здесь

αj(m) =
(j − 1)π

m
, j = 1,m+ 1,

aj(m) = 6m2

π2 ,

bj(m) = −6m
π (2j − 1),

cj(m) = 6j(j − 1).

Лемма 2. Пусть m ∈ N. Тогда∑
k∈Z
| θ∧m(k) | ≤ Cm3 , (22)

где положительная константа C не зависит от m.

Доказательство. Обозначим через Qj(m) отношение fj(x)/θ(x). Заметим, что
Qj(αj) = Qj(αj+1) = 0, так как fj(αj) = fj(αj+1) = 0. Тогда, используя форму-
лу интегрирования по частям, будем иметь:

θ∧m(k) =
m∑
j=1

αj+1(m)∫
αj(m)

Qj(x) cos kxdx =

=
m∑
j=1

[
1
k2

(
Q
′
j(x) cos kx

∣∣αj+1(m)

αj(m)

)
− 1

k2

(
αj+1(m)∫
αj(m)

Q
′′
j (x) cos kxdx

)]
.

Оценим первое слагаемое в квадратных скобках. Так как∣∣∣Q′j(x) cos kx
∣∣αj+1(m)

αj(m)

∣∣∣ ≤ |Q′j(αj+1)|+ |Q′j(αj)|,

то, учитывая что

Q
′
j(x) =

f ′j(x)θ(x)− fj(x)θ′(x)

θ2(x)
,

fj(αj) = fj(αj+1) = 0,

получаем:

|Q′j(αj)| =
|26m(j−1)

π − 26m(2j−1)
π |

|3(j−1)2π2

m2 − 6π2(j−1)
m |

· 2π2 ≤ C1 ·m2,



16 С. Ю. Артамонов

где, положительная константа C1 не зависит от m и j. Здесь мы воспользовались
тем, что |2m− (j − 1)| ≥ m

2 и тем что 2j−1
j−1 ≤ 3. Для получения оценки |Q′j(αj+1)| ≤

C2m
2 все выкладки проводятся аналогично.

Второе слагаемое в квадратных скобках оценивается следующим образом:∣∣∣∣∣αj+1(m)∫
αj(m)

Q
′′
j (x) cos kxdx

∣∣∣∣∣ ≤ αj+1(m)∫
αj(m)

|Q′′j (x)|| cos kx|dx ≤

≤
αj+1(m)∫
αj(m)

|Q′′j (x)|dx = −Q′j(x)
∣∣αj+1(m)

αj(m)
= Q′j(αj(m))−Q′j(αj+1(m)) ≤

≤ |Q′j(αj+1)|+ |Q′j(αj)| ≤ C3m
2,

где положительная константа C3 не зависит от m и j.
Таким образом,

|θ∧m(k)| ≤ C ′m2

k2

m∑
j=1

1 =
C ′m3

k2
,

и окончательно получаем, что

∑
k∈Z
| θ∧m(k) | ≤ Cm3 .

Доказательство леммы завершено. �

Пусть t ≥ 0. Будем использовать обозначение ] t [ для [ t ], если t 6∈ N, и для
[ t ]− 1, в противном случае.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда

ω̂(f, tδ)p ≤ c ( 1+] t [ )3 ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ, t ≥ 0 , (23)

где положительная постоянная c не зависит от δ, t и f .

Доказательство. В силу (12) оценка (23) является прямым следствием неравен-
ства

‖ ∆̂mhf(x) ‖p ≤ Cm3 ‖ ∆̂hf(x) ‖p , f ∈ Lp , h, t ≥ 0 . (24)

Для доказательства (24) заметим, что в силу (13)

∆̂mh = D
(
θ(mh·)
θ(h·)

)
◦ D(θ(h·)) = D(θm(h·)) ◦ ∆̂h , (25)

где символом D(g) обозначен линейный оператор мультипликаторного типа, дей-
ствующий по закону
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D(g)(eikx) = g(k)eikx, k ∈ Z.
Для f ∈ Lp функция g = ∆̂hf также принадлежит Lp в силу Леммы 1. Используя

Лемму 2 и (25) будем иметь

‖ ∆̂mhf ‖p = ‖D(θm(h·)) g ‖p =

∥∥∥∥∥∑
ν∈Z

θ∧m(ν) g(x+ νh)

∥∥∥∥∥
p

≤
∑
ν∈Z
| θ∧m(ν) |

≤ ‖ g(x+ νh) ‖p ≤ ‖ g ‖p
∑
ν∈Z
| θ∧m(ν) | ≤ Cm3 ‖ g ‖p ,

откуда и получаем (24). �

Прямая оценка типа Джексона

В этом разделе мы доказываем прямую теорему теории аппроксимации в одно-
мерном случае для модуля непрерывности (9) в пространствах Lp с 1 ≤ p ≤ +∞
(Теорема 2). Этот результат базируется на новой формуле для средних (Лемма 3)
и Лемме 4, показывающей, что генератор Φ(ξ), построенный по правилу

Φ(ξ) =
∑
ν 6=0

θ∧(ν)ϕ(νξ) (26)

удобен для описания качества аппроксимации в терминах модуля гладкости (9).
Доказательства Леммы 3 и Леммы 4 существенно не отличаются от доказатель-

ства аналогичных утверждений в [8], поэтому ограничимся лишь их формулиров-
ками.

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ K и 1 ∈ Pϕ. Тогда для f ∈ Lp и σ > 0 справедливо равенство

F (ϕ)
σ (f ;x) = (2π)−1

∫
R

f(x+ σ−1h) ϕ̂(h) dh . (27)

Лемма 4. Пусть ϕ ∈ K и 1 ∈ Pϕ. Тогда для f ∈ Lp и σ > 0 справедливо равенство

F (Φ)
σ (f ;x) = (2π)−1

∫
R

T̂σ−1h f(x) ϕ̂(h) dh . (28)

Теперь перейдем к доказательству основного результата данного раздела.
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Теорема 2. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 0 , (29)

где положительная постоянная c не зависит от f и σ.

Доказательство. Достаточно проверить, что

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, σ−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 1/2 . (30)

В самом деле, для 0 ≤ σ < 1/2 утверждение теоремы будет следовать из (30) и
Теоремы 1

Eσ(f)p = E1/2(f)p ≤ c ω̂(f, 2)p ≤ c′ ω̂(f, 2/3)p ≤ c′ ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

Если σ ≥ 1/2, то в силу (30) и Теоремы 1 справедлива следующая цепочка нера-
венств:

Eσ(f)p ≤ c ω̂
(
f, σ−1

)
p

= c′
(

1 +
σ + 1

σ

)
ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
≤

≤ c′′ω̂
(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

Для доказательства (30) рассмотрим вещественнозначную четную бесконечно
дифференцируемую функцию ϕ с носителем, сосредоточенным на отрезке [−1, 1].
Очевидно, что

| ϕ̂(h) | ≤ c (1 + |h |)−5 , h ∈ R . (31)

Применяя (26), Лемму 4, (12), Теорему 1 и (31), для f ∈ Lp и σ ≥ 1/2 будем иметь

Eσ(f)p ≤ ‖ f −F (Φ)
σ (f) ‖p ≤ (2π)−1

∫
R

‖ T̂σ−1hf(x)− f(x) ‖p | ϕ̂(h)| dh ≤

≤
∫
R

ω̂
(
f, σ−1|h |

)
p
| ϕ̂(h)| dh ≤ c ω̂

(
f, σ−1

)
p

∫
R

( 1 + |h | ) | ϕ̂(h)| dh

≤ c′ ω̂
(
f, σ−1

)
p
,

что и завершает доказательство (30). �

Эквивалентность

Хорошо известно [3], что аппроксимационная ошибка средних Фейера в простран-
стве Lp с 1 ≤ p ≤ +∞ эквивалентна K-функционалу, соответствующему производ-
ной Рисса, т.е.,

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
, f ∈ Lp , σ ≥ 0 . (32)
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В [8] было доказано, что

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
� ω

(
f, (σ + 1)−1

)
p
.

для модуля (3). В данном разделе мы покажем, что аналогичный результат имеет
место также и для модуля (9).

Теорема 3. Пусть 1 ≤ p ≤ +∞. Тогда для f ∈ Lp , σ ≥ 0

‖ f −Fσ(f) ‖p � K〈′〉
(
f, (σ + 1)−1

)
p
� ω̂

(
f, (σ + 1)−1

)
p
. (33)

Доказательство. Шаг 1. Сначала докажем, что

ω̂(f, δ)p ≤ cK〈′〉(f, δ)p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (34)

Принимая во внимание, что (ϕ(ξ) = (1− | ξ |)+)

2

3
θ(πξ) = ϕ2(ξ)− 1 , ξ ∈ R ,

получаем для любого h > 0 (F∞ = I)

2

3
∆̂πh = −( I −F1/h ) ◦ (I + F1/h ) . (35)

Используя свойства оператора Fσ и (32), (35), получаем

ω̂(f, δ)p ≤ ω̂(f, πδ)p = sup
0≤h≤δ

‖ ∆̂πhf(x) ‖p ≤ sup
0≤h≤δ

∥∥I + F1/h

∥∥
(p)

sup
λ≥ δ−1

‖ f −Fλ(f) ‖p ≤ c1 sup
λ≥ δ−1

‖ f −Fλ(f) ‖p ≤

≤ c sup
λ≥ δ−1

K〈′〉
(
f, (λ+ 1)−1

)
p

= cK〈′〉

(
f,

δ

δ + 1

)
p

≤ cK〈′〉(f, δ)p ,

что и завершает доказательство (34).

Шаг 2. Докажем следующую оценку

K〈′〉(f, δ)p ≤ c ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ ≥ 0 . (36)

Для δ = 0 оценка (36) немедленно следует из элементарных свойств модуля и K-
функционала. Обозначим

gδ(x) = F (η)
1/δ(f ;x) , δ > 0 . (37)

где функция η вещественнозначная четная бесконечно дифференцируемая, имеет
компактный носитель на [−π, π] и η(ξ) = 1 для | ξ | ≤ 1. Хорошо известно [9], что

‖ f −F (η)
σ (f) ‖p ≤ cEσ(f)p , f ∈ Lp , σ ≥ 0 . (38)
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Используя (37), (38) и Теорему 2, получаем

‖ f − gδ ‖p ≤ cE1/δ(f)p ≤ c′ ω̂

(
f,

δ

δ + 1

)
p

≤ c′ ω̂(f, δ)p . (39)

Рассмотрим функцию ϕ(x) = −3
π

1
Ax−Bη(x), где A = 3

2π2 , B = 3
π . Как легко видеть,

ϕ принадлежит классу генераторов и

θ(ξ)ϕ(ξ) = −(3/π) | ξ | η(ξ) , ξ ∈ R ,

следовательно

∆̂δ ◦ F
(ϕ)
1/δ = −(2/π) δ (F (η)

1/δ )〈
′〉 .

Используя (37), будем иметь

∆̂δ F
(ϕ)
1/δ (f ;x) = −(3/π) δ g

〈′〉
δ (x) . (40)

В силу (37) и (40) получаем

δ ‖ g〈
′〉
δ ‖p = (π/3) ‖ ∆̂δ F

(ϕ)
1/δ (f ;x) ‖p = (π/3) ‖F (ϕ)

1/δ ( ∆̂δf(x)) ‖p ≤

≤ (π/3)‖F (ϕ)
1/δ ‖p ‖ ∆̂δf(x) ‖p ≤ c ω̂(f, δ)p .

(41)

Причем, sup
σ≥0
‖F (ϕ)

σ ‖p < +∞, так как ϕ̂ ∈ L1(R).

Теперь (36) следует из (39) и (41) .

Объединяя (34), (36), получаем (33). Доказательство теоремы завершено. �

Комбинируя полученный результат с обратной теоремой дляK-функционала, по-
рожденного однородным генератором [7], мы немедленно получим обратную оценку
типа Бернштейна для модуля (9).

Теорема 4. Для 1 ≤ p ≤ +∞ справедливо неравенство

ω̂(f, δ)p ≤ cmin(δ, 1)
∑

ν∈N0: ν<1/δ

Eν(f)p , f ∈ Lp , δ > 0 , (42)

где положительная константа c не зависит от f и δ.

Следуя [8], назовем модуль непрерывности, эквивалентный K-функционалу, со-
ответствующему производной Рисса, модулем непрерывности, соответствующему
производной Рисса или модулем Рисса.

Объединяя Теорему 3 и Теорему 4, получаем цепочку эквивалентностей в про-
странстве Lp для 1 ≤ p ≤ +∞, содержащую как классические, так и новые резуль-
таты:
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En−1(f)p ≤ ‖ f −Fn−1(f) ‖p � K〈′〉
(
f, n−1

)
p
�

� ω̂
(
f, n−1

)
p
≤ c

n

n−1∑
ν=0

Eν(f)p , f ∈ Lp , n ∈ N .
(43)

В качестве следствия (43) покажем, что оценка (23) может быть усилена. В самом
деле, для m ∈ N

ω̂(f,mδ)p ≤ cK〈′〉(f,mδ)p ≤ c′mK〈′〉(f, δ)p ≤ c′′mω̂(f, δ)p, (44)

что влечет за собой справедливость следующего неравенства

ω̂(f, tδ)p ≤ c ( 1+] t [ ) ω̂(f, δ)p , f ∈ Lp , δ, t ≥ 0 . (45)
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Про деякi властивостi модуля неперервностi, вiдповiдного похiдної Рiс-
са

У роботi побудован модуль неперервностi, вiдповiдний похiдної Рiсса.
Вивчено його властивостi в просторах Lp 2π-перiодичних функцiй c 1 ≤
p ≤ +∞. Доведено пряма оцiнка типу Джексона, зворотна оцiнка ти-
пу Бернштейна i еквiвалентнiсть K-функцiоналу, вiдповiдному похiдної
Рiсса.

Ключовi слова: модуль неперервностi, похiдна Рiсса, середнi Фейєра, K-
функцiонал.

On Some Properties of Modulus of Continuity Related to Riesz Derivative
A modulus of continuity related to the Riesz derivative is constructed. Its

properties are studied in the spaces Lp of periodic functions with 1 ≤ p ≤ +∞.
The direct Jackson type estimate, the inverse Bernstein type estimate and
equivalence to the K-functinoal related to the Riesz derivative are proved.

Keywords: modulus of continuity, Riesz derivative, Fejer means, K-functional.


